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SUR LES CENTRES DE COURBURE 

DES COURBES PLANES 

ET PARTICULIEREMENT DES CONCHOÏDES ET DES PODAIRES 

Par M. M. d'Oea^rne. 




Fig. 1 



1. — Soit un pôle pris dans le plan de la courbe c (fig. i). 
Tirons le rayon vecteur OM d'un point quelconque M de 

cette courbe et élevons en , 

le c 

à OM une perpendicu- p^ 

laire ON qui coupe en N 
la normale MN à la cour- 
be e. ç 

Soit; en outre, û le 
centre de courbure répon- 
dant au point M* 

Appelons k la courbe que décrit le point N, et soit NI la 
normale à cette courbe. 

En N, élevons à MN la perpendiculaire NP qui coupe 
le vecteur OM en P. 

J'ai démontré (/.S., 1890, p. 31), par un procédé géométrique 
des plus simples, que la nonnale NI ei la perpmdicuUai7*e à 
MN élevée en û (normale à la développée de c) *e coupent sur la 
médiane issue de P du triangle MNP. 

On peut simplifier cet énoncé de la manière suivante : 
tirons Pû qui coupe NI en K et \tK qui coupe NP en Q. 
D'après une propriété bien connue, la droite (xK passe par 
les milieux des bases du trapèze NûEP. Le point Q étant 
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le milieu de NP et (a celui de NM, on voit que le point E 
est le milieu de la normale NI (*). 

De là, un procédé très simple pour construire le centre de 
courbure û sila normale NI est connue, et réciproquement (**). 

2. — Supposons, par exemple, que la courbe c soit une 
spirale d'Archimède de pôle 0. On sait que la courbe k est 
alors un cercle de centre 0, et la normale NI se confond 
avec NO. De là, une construction très simple du centre de 
courbure de la spirale d'Archimède. 

Remarquons que, dans le triangle rectangle NPM, le milieu 
de la hauteur NO issue du sommet de l'angle droit se confond 
avec le point de Lemoine, donc pour la spirale d'Archimëde 
la droite VQ est symédiane du triangle NPM. 

A une légère variante près dans Ténoncé , on retrouve 
ainsi un théorème que j'ai obtenu naguère par une autre voie 
{N.A.U., 1880, p. 292). 

3. — Considérons maintenant n courbes c^, c^ ... , c^ rapr 
portées au même pôle 0. Nous en désignerons les divers 
éléments par les mêmes lettres que précédemment affectées 
des indices correspondants^ et nous poserons, d'une manière 
générale, OM* = p* , ON* = nj,. 

Supposons qu'entre les rayons vecteurs de ces n courbes 
existe une relation linéaire. 

(1) OiPi + «ipi + . . . 4- a„pn = /. 

Si n — I de ces courbes c^ , c, , ... c„^i sont données, 
cette relation définit la n^*"'^ c„. 

Ainsi qu'on le voit bien aisément et comme je l'ai d'ailleurs 
démontré dans ma note sur les transformations centrales {Mathe- 
sis, 1884, p. 97), on a, entre les sous-normales, la relation 

(2) a^n^ H- a^n^ +...-+- anWn = o. 

Par suite, aussi, on aura entre les sous-normales Vj, v,, . . . v„ 
des courbes ft^ , A, , . . . An , la relation 

(3) a^Vj + o,t;, + . . . 4- anVn = o. 



(*) Nous donnerons dans le numéro prochain une démonstration direc te de 
cette propriété, sans nous appuyer sur le théorème que nous avons invoqué. 

(*) Pour avoir le point I lorsque û est connu, il suffît, par la symé- 
rique du point N par rapport au point û, de mener une parallèle à Pû. 
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La relation (2) permet d'obtenir la normale MnNn, si l'on 
connaît les normales MiNj , M,N,, . . . , Mn_iN„-i. 

Voyons maintenant comment la relation (3) permet de 
déduire le centre de courbure un des n ^ i autres centres 
de courbure. 

De chacun des centres de courbure donnés û* on déduit 
moyennant le théorème énoncé au n® 1, la normale NJj^ 
correspondante. La relation (3) permet de déduire le point I» 
des points I| , I, ... In-i, puisque t;* n'est autre chose que 01*. 

De la normale Nnl» on passe, toujours grâce au théorème 
précédent, au centre de courbure un. 

Faisons quelques applications particulières de cette con- 
struction. 

4. — Prenons, en premier lieu, le problème des conchoïdes. 
Ici la relation (1) se réduit à 

P« — Pi = h 
donc la relation (2) à w, — w^ = o. 

Les deux normales en M| et en M, passent par le même 
point N de la sous-normale. Les deux normales 
'N Ji et N,I sont donc elles-mêmes confondues 
en une seule NL Celle-ci s'obtient, ainsi que 
cela a* été dit plus haut, en prenant le symé- 
trique N' du 
point N par rap- 
port au centre 
de courbure û^ 
et menant par 
N' la parallèle 
N'IàP^ûi-Cela 

fait, ilsuffit de \.^ ^^ Fig, 9. 

joindre le point 

Pj au milieu de K de NI pour avoir le centre de courbure U, de 
la courbe c,, conchoïde de la courbe c^ par rapport aupoint 0. 

On retrouve ainsi uneconslruction indiquée par M. Husquin 
de Rhéville (*) {N.A.M.. 1891, p. 413;, mais complétée ici par 




(•) C'est la question 295 de l'Intermédiaire des Mathématiciens, posée par 
cet auteur, qui m'a donoô l'idée d'écrire la présente note. 
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la signification géométrique de la droite NI, normale à la 
courbe décrite par le point N. 11 n'est pas sans intérêt d'être 
fixé sur cette signification, comme va le prouver l'exemple 
suivant. 

5. — Si la courbe c^ est un cercle passant par le point 0, 
la courbe c, est un limaçon de Pascal. 

Dans ce cas (fig. 2), le point N est le point diamétralement 
opposé au point M^ dans le cercle c^, de centre û^. Donc, 
le point N', et, par suite, le point I se confondent avec le 
point M^. Donc, aussi, le point K se confond avec le centre ûf 

Par suite, le centre de courbure Û, du limaçon de Pascal est 
sur la droite qui joint le point P, au centre Q^ du cercle c^. 

Sans multiplier davantage les applications particulières, je 
rappellerai en terminant que j'ai fait voir (/. S., 1890, p. 51), 
que le problème des anamorphoses coniques (images produites 
par un miroir conique posé sur un plan pour un œil situé à 
l'infini sur l'axe de ce cône) se ramène à celui des conchoïdes. 

6. — On peut encore citer, comme application intéressante, 
le cas 011 la relation (1) devient 

pi — P« — P8 = O, 

lorsque la courbe c^ est une droite et la courbe c, un cercle. 

En effet, si le cercle c, passe par le pôle et si la droite c^ 
est tangente à ce cercle, la courbe Cfesiunecisso'idedeDioclès. 

Si le cercle Cj passe par le pôle et si la droite c^ passe 
par le centre de ce cercle, la courbe Cj est une strophoïde. 

Si le cercle c, a son centre au pôle et si la droite Cj est 
tangente à ce cercle, la courbe c^ est une conchoïde de Nico- 
m4de. 

7. — Le théorème général du n** 1 donne encore une cons- 
truction très simple du centre de courbure de la polaire d'une 
courbe par rapport à un point connaissant le centre de cour- 
bure de cette courbe. 

Soit A. le point de la courbe, auquel correspond le centre 
de courbure y (fig. 3), La normale à la podaire en M passe 
par le pied N de la perpendiculaire abaissée de sur la 
normale AN à la courbe. Le point N appartient donc à la 
podaire de la développée de la courbe par rapport au point 0. 
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La normale à celle développée étant la perpendiculaire yl 

élevée à AN par le centre de courbure y, la normale à la 

podaire de celte développée 

est la droite NI. Dès lors 

{n^ 1) si P est le point où 

la perpendiculaire élevée en 

N à MN coupe OM, le 

centre de courbure û est 

sur la droite joignant le 

point P au milieu K de 

NI; mais, puisque ONyl est un rectangle, le point E est 

aussi le milieu de Oy. Donc, la droite joignant le point P au 

centre de courbure Q de la podaire passe par le milieu de la 

droite joignant le pôle au centre de courbure y de la courbe 

donnée. 




NOTE SUR LKS EQUATIONS ALGEBRIQUES 

DONT TOUTES LES RACINES SONT RÉELLES 

Par M. E. Halo. 



M. B. Niewengk)wski a posé dans V Intermédiaire des mathé- 
maticiens, 1894, p. 132, la question suivante sous le n^ 344. 

Soient . . . ax' + bx^-* -+- cxp-^ -h dx^^ + . . . quelques 
termes consécutifs d^une équation algébtnque à coefficients réels 
f (x) = o. On sait que, si cette équation a ses racines toutes réelles, 
les équations ax* + 2bx + c = o, ax* -t- 3bx" -4- 3cx -h d = o 
formées au moyen de trois ou quatre termes consécutifs de f (x), 
ont aussi toutes leurs racines réelles. Ce résultat peut-il être étendu 
à un plus grand nombre de termes consécutifs de f (x) et peut-on 
en trouver une raison directe? 

La note qui suit résout la question et la présente d'une 
façon plus générale; elle est un peu trop développée pour 
trouver place in extenso dans V Intermédiaire; je pense qu'elle 
pourra intéresser Içs lecteurs du Journal de Mathématiques 
spéciales. 
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Si une équation 

f{x) = AoOf* -4- AïO?*"-* + . . . H- Am-1 œ + A„| = o 

a toutes ses racines réelles, on en pourra déduire une autre 
équation, dont les racines sont toutes réelles aussi, en multi- 
pliant chaque coefficient A^ par un coefficient B^, sous certaines 
conditions assez larges. Gela aura lieu notamment si les coef- 
ficients B^, tous positifs, sont tels que l'équation 

g{x) = B^a,"» -f- Bia;*»-* + . . . + B«^_ia; + B« = o, 
ait toutes ses racines réelles. 
Je considère en effet l'équation 

oîi les coefficients P^, P^, P,, ... , ont les valeurs suivantes 

Pi = AoB^i^ + AiB„,, 

P, = AoB„^_2Z* 4- AiB,n_i^ + A,B«i 

P,^i= AoB.s"^* + A.B.z^-^ ^ ... +Am-iB^, 
P„» = AoBoS"* + A^Bi^"»-* + . . . -h A„3m , 

P,„+l= A^Boa"* 4- A,Bi5*»-l -*-...+ krnfin^iZ, 



P2m-1= Am-lBoS"» + An^B^if"»-*, 
"2m = Ato-Dq'^ • 

En particulier P„j, est en z, le polynôme dont j'ai dit que, 
égalé à zéro, on obtiendrait une équation ayant toutes ses 
racines réelles. 

Soient «4,0,, ..., a^, les racines de f{x) = o, et 6, 
6a> •••> ^m, los racines, toutes négatives de 3^(0;) = o: les 

z z z 

racines de <^ (x) seront a*^ a^^ . . • , «m ot -7- > -7- > • • • t- > 

celles-ci, toutes positives ou toutes négatives. Pour une valeur 
de z positive et très petite, les signes des coefficients de ^{x), 
suivant les principes exposés par exemple par M. Garvallo 
dans sa thèse, et comme, au surplus, l'examen de l'équation 
le fait reconnaître aisément, se succèdent donc de la gauche 
à la droite dans le même ordre que dans le polynôme f(x), 
jusqu'à P,„ qui a le signe de Am*, ensuite, on n'a plus que 
des permanences. 
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Pour z positif et très grand au contraire, les coefficients de 
^{x) ne présentent que des permanences entre Po et P^, à 
partir de Pm les signes se succèdent de nouveau dans le 
même ordre que dans f{x). — En supposant z négatif on 
aura des résultats symétriques des précédents, c'est-à-dire 
que la succession des signes des différents termes, pour z 
très petit, sera encore celle des termes de f(x) depuis Pq 
jusqu'à Pm qui sera suivi par des variations seulement, tandis 
que pour z très grand, on n'aura que des variations jusqu'au 
terme médian, après lequel variations et permanences s'offri- 
ront dans le même ordre que dans f{x). Mais si l'on change le 
signe de x en même temps que de z^ les m + i premiers, ou 
derniers termes, suivant que z sera très grand ou très petit, 
ne présenteront que des permanences, tandis que les m 4- i 
derniers, ou premiers termes offriront desvariations ou des 
permanences complémentaires à celles de f(x) [v' =^, p' = v]. 

Gela posé, si l'on fait varier z, positivement, puis négati- 
vement, depuis cette valeur très petite jusqu'à cette valeur 
très grande, certains des coefficients P» changeront néces- 
sairement de signe, puisque, dans l'un des deux cas tout au 
moins, la succession initiale des signes des coefficients doit 
être remplacée par une succession finale toute différente : or, 
ces changements de signe doivent s'effectuer de telle sorte que, 
jamais à aucun moment, le nombre total des variations comme 
celui des permanences, égaux respectivement à celui des racines 
positives ou négatives de l'équation ^{x) = o, ne subisse 
d'altération. C'est cette condition qui implique la réalité de 
toutes les racines des polynômes P^; car, absolument comme 
pour la suite des fonctions de Sturm, l'un de ces polynômes 
ne pourra s'annuler en changeant de signe qu'à la condition 
d'être compris entre deux polynômes actuellement de signes 
contraires. Il est clair également, toujours comme à l'égard 
des fonctions de Sturm, quoique pour un autre motif, que 
deux polynômes consécutifs P», Pi_i ne peuvent s'annuler 
simultanément: en effet, contrairement à l'hypothèse, l'équa- 
tion <S>(x) = Oy admettrait des racines imaginaires. Enfin un 
polynôme quelconque Pi ne peut s'annuler sans changer de 
signe, c'est-à-dire avoir une racine double, cela résultant 

lOmUIAL DB MATU. SPÉG. — 1894. 1. 
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implicitement des deux premières observations et de la suite 
de la démonstration même. 
Si Ton considère en effet la suite des polynômes 

i étant au plus égal à m, cette suite, comme celle des 
fonctions de Sturm, ne pourra perdre de variations que du 
fait des changements de signe de son dernier terme : on ne 
peut ici, à vrai dire, affirmer directement que le nombre 
des changements de signe de ?«, pour une variation de z 
entre deux limites quelconques, soit précisément égal au 
nombre des variations perdues par la suite Po , . . . , P^, mais 
évidemment il ne peut être moindre et, comme pour l'inter- 
valle (+ e, + oo), toutes les variations de cette suite, en 
nombre v", sont finalement changées en permanences, P 
se sera annulé, en changeant de signe, au moins v" fois. En 
remplaçant d'ailleurs z par — z (et simultanément x par 

— x) on voit que les nouvelles variations, en nombre p"^ 
devant être toutes, finalement, remplacées par des perma- 
nences, z variant de + e à + oo , P< s'annule forcément 
au moins p'^ fois : or évidemment p" + v" = f , et par suite 
Pt s'annule, en changeant de signe, exactement/)'^ h- v" = i fois. 

On arrive à des conclusions toutes semblables en considé- 
rant la suite des polynômes 

Pfli—j, Pm— i— 1, ...P2m-1> P2m> (W > t). 

Celle-ci ne pourra gagner de variations que du fait des 
changements de signe de son premier terme, et il est clair 
que ces changements de signe seront de i au total pour la 
variation do z depuis -*- e jusqu'à + oo (aï > o), et depuis 

— £ jusqu'à — 00 (a? < o). 

Pour conclure maintenant à la réalité des racines des poly- 
nômes signalés par M. Niewenglowski, comme cas particulier 
de celui qui vient d'être étudié, il suffit d'adjoindre à l'équa- 
tion à racines toutes réelles, f{x) = A^a;"* -*-..., celle-ci 
g{x) = o.ar^ + o.a?"^* -h ... -4- BpXl^-P 

-*-...+ Brn-qiXfl 4- O.a^-* -H ... +0 = 0, 

oh l'on fera 

R-t p m-p-q ^ {m-p^q){m-p-q) 
£1;,= !, i>p+i = f r>i4.2=— y etc. 

I 1.2 
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SUR LES POINTS DE FEUERBACH 

Par M. Charles llichel, élève à TËcole normale supérieure. 



1. — Les hyperboles équilatëres qui ont un même triangle 
autopolaire ABC ont leurs centres sur le cercle circonscrit 
et passent, comme on sait, par les centres des cercles inscrits 
et ex-inscrits. Il en existe donc une et une seule (H), de 
centre (o, qui passe par le centre du cercle circonscrit. 

La transformée par polaires réciproques de Thyperbole par 
rapport à ce cercle est une parabole, vue sous un angle droit 
du point qui est par suite un point de sa directrice, et qui 
a comme triangle autopolaire le triangle k'B'G dont les côtés 
sont les tangentes en Â, B, C au cercle. 

Le point co et la droite de Tinfini étant pôle et polaire par 
rapport à Thyperbole, la tangente en co au cercle circonscrit 
et le point sont polaire et pôle par rapport à la parabole. 
Le point étant un point de la directrice, sa projection sur 
sa polaire, qui est justement le point (o, est le foyer de la 
parabole. 

D'autre part, les foyers des paraboles qui ont un triangle 
autopolaire commun sont sur le cercle des neuf points de ce 
triangle; donc le point a> est à Tintersection d'un cercle 
inscrit au triangle Â'B'G' et de son cercle des neuf points. 

On voit que ces deux cercles ne sauraient se rencontrer en 
deux points différents; sinon, il y aurait deux hyperboles (H), 
ce qui n'est pas. Par conséquent, le cercle des neuf points est 
tangent au cercle inscrit; c'est le théorème de Feuerbach. 

En nous rappelant que le centre du cercle circonscrit à un 
triangle autopolaire par rapport à une parabole est sur la 
directrice» nous obtenons le résultat suivant : 

Le point de contact du cercle des neuf points d^un triangle avec 
un des cercles inscrits est le foyer de la parabole qui a le triangle 
comme triangle autopolaire et dont la directrice est la droite qui 
joint le centre du cercle circonscrit au centre du cercle inscrit. 

2. — Les paraboles qui sont inscrites dans un même triangle 
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ABC ont leurs foyers sur le cercle circonscrit, et leurs direc- 
trices passent, comme on sait, par le point de concours des 
hauteurs du triangle. Gomme il est facile de le voir, il en existe 
une et une seule (P), de foyer o), dont la directrice passe par 
le centre du cercle circonscrit. 

La transformée par polaires réciproques de la parabole par 
rapport à ce cercle est une hyperbole équilatëre qui passe par 
le point et qui est circonscrite au triangle K'WC dont les 
côtés sont les tangentes en A, B, G au cercle. 

La polaire du point par rapport à la parabole est la 
tangente en od au cercle ; par suite^ le pôle de la droite de 
l'infini par rapport à Thyperbole est w ; ce point est donc le 
centre de cette hyperbole. 

D'autre part, les centres des hyperboles équilatères circon- 
scrites à un triangle sont sur le cercle des neuf points de ce 
triangle ; donc le point â> est à Tintersection d'un cercle 
inscrit au triangle A'B'G' et de son cercle des neuf points. 

On voit, de même que précédemment, que ces deux cercles 
ne sauraient avoir deux points communs différents. 

Nous pouvons énoncer le résultat suivant. 

Le point de contact du cercle des neuf points d*un triangle^ avec 
tun des cercles inscrits, est le centre de l'hyperbole équilatère qui 
est circonscrite au triangle et qui passe par le centre du cercle inscrit. 



SUR LES FIGURES SEMBLABLES 

Par F. a. 



1. Lexnme. — Deux figures planes semblables, dans V espace, 
se projettent suivant des figures semblables sur les plans bissecteurs 
du dièdre qu^ leurs plans forment (et sur les plans parallèles à 
ces bissecteurs). Sur un des plans de projection, les figures 
obtenues sont directement semblables; sur l'autre plan de projection, 
elles sont symétriquement semblables. 

2. Théorème. — Deux figures directement semblables, situées 
dans le mém/e plan, peuvent être considérées comme étant deux 
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positions d'une même figure invariable de forme, mais variable de 
grandeur et de position. 

On peut faire tourner l'une d'elles autour du point double, 
en faisant décrire à tout point déterminé une spirale loga- 
rithmique ayant pour pôle le point double, et en dilatant les 
lignes de la figure mobile dans le même rapport que les rayons 
correspondants de la spirale. 




On peut même considérer la partie AD de la trajectoire 
de tout point de la figure mobile comme faisant partie de 
cette même figure, et tout le système SBGA.D reste semblable 
à lui-même dans son mouvement autour du pôle ou point 
doubles; chaque droite, BG par exemple, rencontre le rayon 
vecteur du point D sous un angle constant. 

La spirale logarithmique est Tunique trajectoire qui soit 
ainsi intimement liée à la figure semblable et dont Tare AD 
se dilate comme elle. 

3. Théorème. — Lorsque deux figures d'un même plan sont 
symétriquement semblables^ on peut les faire coïncider en faisant 
décrire à Vune d'elles une spirale logarithmique conique, et en 
dilatant les lignes de la figure mobile dans le même rapport que 
les rayons correspondants de la spirale. (Pour la courbe, voir 
Exercices de Géométrie descriptive^ par F. J., n° 1217.) 

Le point double est le sommet du cône et la ligne double 
en est Taxe. 
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4. Thôoràme. — Deux figures semblables, à trois dimensions, 
correspondant à des figures égales par superposition {k Texclusion 
des solides égaux par symétrie) peuvent être considérées comme 
étant deux positions différentes d'une même figure, restant sem- 
Mable à elle-même, pendant que chacun de ses points décrit une 
spirale logarithmique conique. 

On considère d'abord les figures planes semblables que 
déterminent des plans menés respectivement par trois points 
homologues des figures données et Ton utilise le lemme (n® 1). 

5. Corollaire. — Les théorèmes 2 et 3 sont des cas par- 
ticuliers du théorème 4. 

Lorsque les figures données sont égales, on retrouve le 
théorème de Chasles sur le mouvement hélicoïdal (hélice cylin- 
drique) d'une figure donnée qui doit coïncider avec une 
figure égale à la première, mais placée dans une position 
quelconque . 

ESSAI HISTORIQUE 

SUR LA THÉORIE DES ÉQUATIONS 

Par M. Aabry. 

{Suite, voir page 276.) 



En nn, Taylor, dans les Phil, Trans., applique la théorie 
des fluxions au procédé d'approximation de Newton, et Stir- 
ling {Lineœ tertii ordinis newtonianœ, Londres) propose d'étu- 
dier la marche des fonctions entières au moyen de leurs 
courbes représentatives. 11 montre que les points oh la courbe 
coupe Taxe des abscisses indiquent les racines inégales, ceux 
oîi elle le touche donnent les racines égales et les minima 
positifs ou négatifs, indiquent autant de couples d'imagi- 
naires. Il tire de ces remarques les conditions de réalité des 
racines des équations des troisième et quatrième degrés (*). 

(*) Si a, p, Y} • • • sont les racines réelles de F'{x) = o rangées par 
ordre de grandeur décroissante, pour que toutes les racines de F{x) =o 
soient réelles, il faut que les quantités F(a), F(p), F(y),. . . soient alter- 
nativement positives et négatives. 
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Dans son Harmonia mensurarum , publiée à Cambridge 
en 1792, six ans après la mort de Taufeur, Cotes, dans le but 
de perfectionner l'intégration des fractions rationnelles, 
donne géométriquement la décomposition du binôme af^ ±a^ 
en ses facteurs. Ce théorème a été démontré et étendu à plu- 
sieurs polynômes par Moivre , entre autres au trinôme 
x^"^ -+- 2a^af H- a^ {Phil, Trans. 17^2, et Miscellanea analy- 
ticGy Londres, 1730), 

En 1728, Campbell propose dans les Phil. Trans. une règle 
analogue à celle de Newton relativement au nombre de 
racioes imaginaires {*), 

Cest cette même année que Daniel BernouUi donne dans 
les Commentarii Academiœ petropolitanœ sa fameuse méthode 
de résolution des équations au moyen des séries récurrentes, 
méthode étudiée ou présentée autrement par Euler, Lagrange, 
Arbogast, Fourier, Wronski et GrafiPe (Note VI). 

Dans ses Essaya on several subjects (Londres, 1740), Thomas 
Simpson a appliqué la méthode de Newion à la résolution 
de deux équations simultanées (^"^j ; et dans ses Select exercises 
(Londres 1732), il Ta appliqués au développement en série 
des racines d'une équation à une inconnue. 

(*) On peut renoncer ainsi : Si ... H, I, K, L, M, N, 0, P, Q, ... 
désignent des coefficients suœessifs^ et k l'exposant de x correspondant au 
coefficient M ; pour que V équation ait toutes ses racines réelles, il faut qu*on 
ait la relation 

— (i - -^)>LN-KO + IP~HL+ ... 

Cette règle, où G^ j^ désigne le nombre de combinaisons de m objets 

k à kj bien que plus compliquée que celle de Newton, lui est quelque- 
fois inférieure, sous le rapport du nombre des racines imaginaires qu'elle 
fait découvrir. 

(**) Soient les deux équations F (a?, y) = o, /(a?, y) = o. Si on connaît 
deux valeurs correspondantes x = a, y = bf on posera : 

F(a + h,b-\-k)=z F(a, b) -hUh-h m+ ... 

f(a -h ^, ô 4- A;) = /'(o, b) -\-mh + nk+ ... 
d^où, sensiblement 

N/(a, b) — nF(a, b) , M^a, b) — mF(a, b) 

Mn — Nm Nw — Mn 

On continuera de môme. 

Cette méthode est fort souvent employée en Astronomie; elle a, du 
reste, reçu différents perfectionnements qui la rendent très pratique. 
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C'est à de Gua qu'on doit la première démonstration du 
théorème de Descartes {Mém. de l'Acad.j 1741) : il se sert de la 
considération des maxima et des minima des courbes para- 
boliques. Il a tiré de sa méthode un moyen de reconnaître 
les conditions de réalité des racines (*), et de là le théo- 
rème connu sous son nom et qui n'est qu'un corollaire de 
celui de Newton. 

Jusque-là, on avait admis tacitement qu'une équation du 
degré m avait toujours m racines réelles ou de la forme 
a -h ôy/ — I. D'Alembert fit voir (liém. de VAcad. de Ber- 
lin, n46j, que les opérations analytiques exécutées sur les 
imaginaires produisent toujours des imaginaires de même 
nature, et essaya la première démonstration de cette vérité 
que toute équation a au moins une racine réelle ou de la forme 
a -♦- by/ — I {note VU). Il a fait voir également que si une 
équation a une racine a -4- b y^ — i , elle en a une autre 
a — by/^^ r. 

Fontaine donna en 1647, dans les Mém. de VAcad. des Se, une 
méthode qu'il croyait générale pour la résolution des équa- 
tions. Elle consistait essentiellement dans l'emploi de tables 
(le décomposition des polynômes en facteurs pour tous les 
cas. Cette méthode a été reconnue, par Lagrange, impraticable 
(lès les troisième et quatrième degrés. 

Dans un Mémoire sur le calcul intégral (Rome 1748), oîi il 
avait en vue le perfectionnement de l'intégration des fractions 
rationnelles. Le Seur a fait voir que les coefficients d'un poly- 
nôme du degré r divisant un polynôme du degré p doivent 
être déterminés par une équation du degré Cp,r, puisque le 
diviseur ayant r racines communes avec le dividende, il y a 
autant de diviseurs possibles que de combinaisons de p ob- 
jets r à ?• (**). D'où il suit que: 1® si p est de la forme 4^ -+• 2 

(*) Si les raciues de X = o sont toutes réelles, celles de X^ = o 
le sont aussi, et à tous les sommets maxima positifs ou négatifs les 
valeurs de X et de X'' sont de signes différents. La seconde condition 
est donc que l'équation en z obtenue par l'élimination de x entre les 
égalités XX" = z et X' = o, ait toutes ses racines réelles et négatives. 

Cette idée a été reprise par Gauchy et par Bérard. 

{**) Saunderson (The Eléments of Algebra, 1740) avait fait cette remarque 
importante à propos de réquation du quatrième degré. Si on veut décom- 
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et r = 2, et 2® si p est le quadruple d'un nombre impair et 
r = 4, le degré de l'équation de condition sera impair dans 
les deux cas : cette équation ayant au moins une racine réelle, 
le polynôme proposé est divisible par un trinôme réel du 
second degré. Il ne restait plus à démontrer cette divisibilité 
que dans le cas des degrés 8, i6, 33, 64, ... et leurs mul- 
tiples, ce qui a été fait successivement par Euler, Foncenex, 
Lagrange et Laplace. 

Euler, à qui toutes les branches de l'analyse ont tant d'obli- 
gations, a enrichi la théorie des équations de plusieurs décou- 
vertes qui paraissent y avoir ramené l'attention des géomètres. 
Outre le perfectionnement de la théorie des fractions continues 
et la constatation de ce fait que toute racine carrée se résout 
en fraction continue périodique, on lui doit le développement 
en série des racines des équations (Mém. de VAcad, de Berlin^ 
1744), la première idée du calcul des fonctions symétriques 
(ic?. 1748), perfectionné depuis parGramer,WaringetLagrange; 
d'avoir proposé de rechercher l'expression générale des racines 
en les supposant de la forme suivante (Novi Comm, Acad., 
Petrop., 1762), 

"x/Â -h vB + ... 
On lui doit aussi d'avoir, en plusieurs endroits, jeté quelque 
lumière sur la théorie alors fort obscure de l'élimination, 
pour laquelle il a même proposé une méthode perfectionnée 
depuis par l'emploi des déterminants. Enfin, il a résolu plu- 
sieurs équations transcendantes {Introductio in Analysin infini- 
toruïïty Lausanne» 1748) en y appliquant la méthode de Newton. 

(A suivre,) 

poser le polynôme 

£C* — 270?* — 14a; -h 120 = (ic — 2) (a? + 3) (a? H- /^){x — 5) 
en deux facteurs 

x*-^ex — f, a;* — ea? + flr, 
le coeffîcent e ne saurait avoir moins de six valeurs différentes : ±1, 
± 2, d= 7, mais son carré ne peut en avoir que trois, qui sont i. 4, 49. 
Ainsi Téquation cubique en e* doit avoir ses trois racines réelles. On voit 
ainsi la raison pour laquelle on est ramené à une équation cubique quaud 
on veut décomposer en deux facteurs réels un polynôme du quatrième. 
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EXERCICES 

Par M. Barislen. 

{Suite, Toir page 279.) 



B3. ^ On considère deux paraboles (P) et (P') ayant même 
aoce, même sommet et telle que le paramètre de (P') est moitié de 
celui de (P). On décrit le cercle passant par et ayant son centre 
au foyer de la parabole (P). Par 0, on mène une sécante quel- 
conque qui rencontre le cercle en k et la parabole (P') en B. La 
droite élevée perpendiculairement au milieu de AB est constamment 
norm€de à la parabole (P). 

Les paraboles (P) et (P') et le cercle de l'éaoncé ont pour équations res- 
pectives 

(1) y*-'2px=Oy 

(2) yi .- ixr 4- o, 

(3) a;* -h y» — poî = o. 

En faisant y^tx, dans (3) et dans (2), on trouve pour les coordonnées 
des points A et B 

P pi 

P P 

La droite élevée perpendiculairement au milieu de AB a pour équation 

Vj^ + Vn 



y — 



-ib-'-^] 



ou 
(4) 2t*y + 2(* (a? ~ p) — p = o. 

Or, cette droite a pour enveloppe la courbe ayant pour équation 

27P 

c'est-à-dire la développée de la parabole (P). La droite (4) est donc con- 
stamment normale & la parabole (P). 

Remarque. — On est conduit à la question suivante, sorte de réciproque 
de la question énoncée. 

On considère une parabole (P) de sommet et de foyer F, ainsi que le cercle 
de centre F et de rayon FO. De 0, on abaisse la perpendiculaire 01 sur une 
normale quelconque à (P), et cette perpendiculaire rencontre le cercle en A. On 
prend sur aile perpendiculaire IB = lA. Le lieu du point B est une para- 
bole (P') ayant même axe et même sommet que (P) et un paramètre moitié de 
celui de (P). 

54. — On considère deux paraboles (P) el (P') ayant même 
axe et même sommet. Une droite quelconque perpendiculaire à Va,xe 
commun de ces deux paraboles renr^ontre la parabole (P) en M. et 
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Ml et la parabole (P') en W et Mi . Le lieu du point de ren- 
contre des normales en deux points correspondants de chacune des 
paraboles, situés sur c^tte droite, se compose de deux paraboles. 

Les équatioDs des paraboles (P) et (P') sont respectivement 
(1) y* — 2px = G, 

{%) y* — 2p'x s=s o. 

Soient x^ et ^, les coordonnées du point M : celles du point M' seront 
Xi et Vs. 
Les équations dos normales en M et M' sont respectivement 

(1) 2/-yi = -^(aî-a:,), 

(2) 2/_y, = _^(a;-a;.). 

Mais, on a «i = — = — ;• 

2p 2p 

On est donc amené, pour avoir le lieu du point de rencontre des nor- 
males en M et M% à éliminer y, et y, entre les trois équations 



— If-I) 



(3) 

»-».=-p(-|)' 

Divisons membre à membre (3) et (4), après avoir tenu compte de (5), 
il vient 



y — Vi _ VP 

y-y% V^' 

ou 

(6) Visfp- VxsIp' = yUp — n/J/). 

En résolvant (5) et (6) par rapport à Vi et à y, , on trouve 

Vi — "7= p=» 

Si Ton porte celte valeur dans (3), on trouve Téquation d'une parabole 

(7) y» - 2x (v/p + v9) = %/vv'Wv -H V/P')"- 

En cherchant le lieu du point de rencontre des normales en M et 
en M^ , Téquation (4) doit être remplacée par la suivante 



(8) 



»+..=»-;(. -9- 



On trouve alors, en conduisant le calcul comme précédemment, que 
le lieu du point de rencontre des normales est la parabole représentée 

par Téquation _ _ - — 

(9) 2/« - 2x (y/p — v/p') = — ^slppislP — Vp'T- 

Le lieu total se compose donc des deux paraboles (7) et (9). 
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CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. H. Laurent : 

« . . A propos de l'article de M. Aubry, permettez-moi de 
vous faire observer que 0. Bonnet n'a pas eu la prétention de 
démontrer le théorème de Rolle par la considération du maxi- 
mum. Il a voulu, simplement, attirer l'attention des géomètres 
sur ce point de doctrine, très important, que la dérivée n'avait 
pas besoin d'être une fonction continue... 

» Rien n'est plus difficile, d'ailleurs, que de fixer certains 

points de l'histoire des mathématiques, de dire toute la vérité, 

rien que la vérité. En voulez-vous un exemple? Prenez la 

formule connue sous le nom de Binôme de Newton. Mais, Pascal, 

bien avant la naissance de Newton spéculait sur cette formule. 

Elle n'est donc pas de Newton. Est-elle de Pascal? Je l'ai cru ; 

mais Cardan, m'a-t-on dit, la connaissait... » 

Je profite de roccasion qui m^est offerte par la lettre dont je viens de 
donner un extrait pour- remercier M. Aubrj de son active collaboration 
au Journal. Rien n est plus difficile que d'écrire un article historique et, 
comme l'observait très justement M. Laurent, dans un autre passage de 
sa lettre, c'est vraiment ici le cas do rappeler le mot : 

La critique est aisée et l'art est difTicile. 
Pourtant, il est très utile, je crois, de secouer notre ignorance géné- 
rale et rindifférencc où nous sommes, presque tous, sur les matières 
3ui trichent les points historiques des mathématiques. N'y a-t-il pas 
'ailleurs profit à remonter aux sources, à voir de près la formation des 
idées chez ceux qui ont été les créateurs de la science? J'estime qu'on a 
tort de négliger ce côté de l'érudition mathématique et j'irais volontiers 
dans cette voie jusqu'à souhaiter de voir s'établir quelque part, au Collège 
de France par exemple, une chaire d'histoire des mathémathiques . On y 
discuterait les idées des maîtres, en même temps que l'on exposerait 
leurs titres à la priorité do ces idétis. Cet enseignement, qui d'ailleurs 
existe dans plusieurs pays, en Allemagne, en Suède, etc., ne serait-il 
pas très utile aux jeunes étudiants en mathématiques et à beaucoup 
d*autres, au premier rang desquels je réclamerai ma place? En attendant, 
malgré des imperfections et peut-être quelques erreurs inévitables. 
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Traité d'algèbre à l'usage des candidats aux écoles du gouvernement, 
par II. Laurent, répétiteur d'analyse à l'ccole Polytechnique, 4" édi- 
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algébrique, à Tusage des classes de mathématiques spéciales. 5* édit., 
1894 ; 4 fr. ; — 3* partie ; Théorie des équations, à l'usage des classes de 
mathématiques spéciales, 5° édit., 1894 : 4 fr, ; — A* partie : Compléments. 
Théorie des polynômes à plusieurs variables ; 1894 ; 1 fr. 50 c. 

Avertissement delà â* édition. — Cette 4* édition difière peu de la précé- 
dente. La faveur méritée que le Traité d^ Algèbre de M. Laurent a rencontrée 
auprès des étudiants nous faisait une loi de ne pas modifier Tordre suivi 
dans Texposition des matières et traçait notre rôle: revoir le texte avec 
soin, le rendre aussi correct que possible, et ne toucher qu^avec discré- 
tion au fond môme de Touvrage. Aussi les modifications que nous avons 
introduites sont-elles essentiellement de détail, et à peine pouvons-nous 
indiquer comme refonte plus complète la démonstration du théorème de 
RoUe et celle de la loi de l'inertie de Sylvester. Il était difficile, d'ailleurs, 
de faire plus, alors que M. Gauthier-Villars, propriétaire du livre, et moi- 
même, nous étions convaincus que son ensemble laissait peu à désirer 
comme perfection didactique. J.-H. Marchand. 

Questions d'algèbre à Tusage des élèves de Mathématiques spé- 
ciales, etc., par Georges Maupin, licencié es se. math., etc.; avec une 
préface de M. Laisant (Librairie Nony, 1895). 




dans ce livre que nous recommandons tout particulièrement aux candi- 
dats à TËcole polytechnique et h TËcole normale sont classés. Quelques- 
uns sont traités m extenso; d'autres, beaucoup plus nombreux, forment 
des questions proposées. 

Il y a, dit, avec beaucoup de raison, M. Laisant, dans la préface qu'il a 
écrite pour cet ouvrage, deux façons de se préparer aux examens. 

a La première consiste à se confiner étroitement dans les limites du 
programme, à s'enquérir des questions particulières pour lesquelles les 
examinateurs manifestent à ce que Ton croit quelque prédilection; Tautre 
méthode s'inspire de préoccupations différentes : on cnercho à s'instruire, 
plutôt qu'à se préparer, et il se trouve qu'on est préparé précisément 
parce que l'on s'est instruit. » 

Le livre de M. Georges Maupin s'adresse aux amateurs de la seconde 
manière: des deux, c'est inconstablement la meilleure et la plus sûre. 

G.L. 



EXERCICE ÉCRIT (*) 



84. — On donne deux droites oûc, oy {yox = 6) et un 
cercle F inscrit dans l'angle yox. Soit PQ une tangente 
mobile à F , rencontrant oa; en P , oy en Q. 



,^-w- « - »^w.<w polytechnique. ^ — . .«-.^ j^^. vw— ^^^ ^.-^ ^^^ — 

intéresser, aussitôt le numéro reçu, doit nous être envoyée, autant qae pos- 
sible, par le retour du courrier. Les solutions inexactes, ou incomplètes, sont 
retournées aux auteurs avec les corrections qu'elles comportent. G. L. 
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1<> Trouver Tenveloppe des circonférences PoQ ; cotte enve- 
loppe est une circonférence touchant les axes ox^ oy. 

2^ Sur PQ comme diamètre on décrit une circonférence A' 
qui coupe ox en ?', oy en Q' et l'on trace la circonfé- 
rence P'oQ'. 

La polaire de o, par rapport à A', coupe la circonférence 
P'oQ' en deux points R, S. 

Trouver le lieu de R, et le lieu de S. 

3® Une parabole mobile touche les axes et la circonfé- 
rence r. 

Trouver le lieu décrit par le point de rencontre de la para- 
bole avec celui de ses diamètres qui passe par o. 



QUESTION 380 

Holutlon par M-* V« F. Prihb. 



En diminuant les ordonnées d'une cissoïde, prises par rapport à 
son axe de symétriCy dans le rapport de i à v/7, an obtient une 
cubique. Si, dun point quelconque de cette cubique, on mène 
trois tangentes à lacf'sso'ide, les droites joignant le point de rebrcms- 
sement de la cissoïde aux points de contact de ces trois tangentes 
forment, avec Vaxe de symétrie, un faisceau harmonique, 

(Barisien). 

Soit la cissoïde j/" = • 

a — a? 

En posant y = tx, on obtient 

at^ at^ 



^ = ■jT'. — » y = 



^' + I ^ t* + i 

ce qui permet d'écrire Téquation de la tangente au point {x, y), 
de paramètre /, sous la forme 

x{t^ 4- 3)^ - 21/ - at^ = o, 
ou 

(1) t\x — a) -^ 3xt — 2y = o. 

Cette équation donne les trois valeurs de t répondant aux 
points de contact des tangentes issues du point (x, y). 
Soient t^, t^, t^ ces valeurs de t, elles seront en correspon- 
dance harmonique avec la direction ^ = o de Taxe de 
symétrie si zt^t^ = {t^ + ?,)/,. 
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Cette relatioD, jointe aux propriétés des racines de (1), donne 

h — — » 
X 

valeur qui, remplacée dans (1), conduit au lieu 

x^ 

2y* = , 

a — X 

qui s'obtient en multipliant par --=- les ordonnées de la 

cissoïde proposée. 
Nota, — Autre solution par MM. Grollkau et Foucart. 



QUESTION 381 

Violation, par M'"*' V* Primb. 

En un point M d'une cissôidef dont le point de rebroassemmt 
est 0, on peut méfier à la courbe^ outre la tangente en M, une 
seconde tangente dont le point de contact est T. Le lieu du point 
de rencontre de la tangente en M, avec la droite OT, est une 
cubique ayant même point de rebroussement que la cisso'ide et 
dont les ordonnées, par rapport à la tangente de rebroussement, 
sont celles de la cissoïde, multipliées par 2/7. (Barisien.) 

aï* 
Soit la cissoïde y* = 



a — X 

En posant y = to, les paramètres ^, , /^ , /, relatifs aux 
points de contact des tangentes issues du point (X, Y) sont 
donnés par l'équation 

/»(X - a) + 3Xr - 2Y = o (*). 
Si k est le paramètre du point M, on a 

&• H- I A;* + I 

et l'équation en t devient 

/8 - ikH + 2ft« = o. 
Cette équation admet la solution double t = k pour la tan- 
gente en M et la solution simple t = — 2k qui répond au 
point T. Dès lors, le lieu en question résulte de l'élimination 
du paramètre k entre les deux équations : 

(*) Voir question 380; équation (1)« 
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k\x — a) 4- 3te — 22/ = o, 
y = — 2kx. 

Il a donc pour équation 

28a;« 
j/« = 



a — a? 

iVoto. — Autre solution, par M. Grolleau. 



QUESTIONS PROPOSEES 



E = - + --,=o, 



417. — S étant la projection du point de rebroussement R 
de la cissoïde droite F sur son asymptote A, une circonférence 
quelconque menée par les points R, S, rencontre la cissoïde 
aux points A, B. 

1** La corde AB est vue de R sous un angle droit, et elle 
enveloppe une hyperbole. 

2^ Le lieu des points d'intersection des tangentes à la cis- 
soïde aux points A, B est une circonférence. 

(V^ F. Prime.) 

418. — Du point A de Tellipse 

on peut mener à cette courbe les trois normales AB, AC, AD 
dont les pieds sont différents de A. Désignons : par xi^, la cir- 
conférence circonscrite au triangle BGD; par îÎai, ^^i circon- 
férence relative au point A, symétrique de A par rapport au 
centre de E. 

1® Le lieu de centre de xS^ est une ellipse dont la surface 
vaut le quart de celle de E. 

2® Les circonférences zrf^» ^a, , se coupent aux extrémités 
d'un diamètre du cercle de Monge, 

3** L'enveloppe de la polaire de par rapport à tS^ est une 
ellipse. 

4<* Si A, A' sont les extrémités de deux diamètres conju- 
gués, la somme des surfaces des cercles xS^» ^a' est constante. 

(V^ F. Prime.) 

Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 

IMPRIMBRIBCKHTBALB DK5 CHIHIVS DB FKR 
UPRIMERIB GHAIX, RVB BBRaBJlB, %0, PAR». — 23234-1 2*94. 
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THÉORÈME GÉNÉRAL 

SUR LES CENTRES DE COURBURE 
Par M. M. d'Ocagne* 




Le théorème général dont j'ai, dans une Note que contient 
le dernier numéro du Journal, donné diverses explications, 
s'y trouve déduit d'un théorème que j'avais fait connaître il 
y a quelques années. Mais la démonstration direrte de ce 
théorème peutètrefaite comme 
suit : 

Om étant la sous-normale 
polaire de la courbe (M) pour 
le point 0, soit mm' la nor- 
male à la courbe {m), pour 
laquelle la sôus-normale po- 
laire est Om'. 

Appelons fx le centre de cour- 
bure répondant au point M 
et soit m'' le point oh la normale à la développée de (M), 
c'est-à-dire la perpendiculaire élevée en [x à M{x coupe Mm\ 

Si (i> et ô sont les angles faits par OM el M[iL avec un axe 
fixe quelconque du plan, on a, en représentant par d(M) et 
d(w), les dififérentielles des arcs des courbes (M) et (m) en 

M et en m , 

d{M.) = M^.d^ = Mm.do), 

d(m) = mm" .d^ = mm'.day, 
d'oh, en appelant H le point oh OM est rencontrée par la 
perpendiculaire élevée à Mm en m, 

Mfx mm" _HK 
Mm ~" mm' "" Hm'* 
ou M{ji..Hm' = Mm.HK. 

Or, le triangle Mmm' coupé par la transversale Hia donne 

Hm'.fxM. Im 



HM.fJtm.Im' 

JOURNAL Dl MATH. SPÂG. -* t895. 
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Im _^ Hm'.Mpi. 

Im' ~ HM . {xm . 
c'est-à-dire, eu égard à Tégalité précédente, 

I_m _ _ Mm.HK _ _ mM.HK __ _ 
ïm'"" jxm HM ~ wu.HM ~ '' 
ce qui prouve que le point I est le milieu de fnm\ 

"Donc: Si la perpendiculaire uiH àlajiormale Mm à la courbe 
(M) coupe le rayon vectour OM au point H, la droite joignant 
ce point H au cen/re cfe courbure [a po^^e par /e milieu I de /« 
normale mm' à /a courbe (m) . 



DERIVEE D'OBDRE n 

DES FONCTIONS DE FONCTIONS 
Par M. M. Balitrand. 



Soient y = f{u), u = <p(a?). 

Nous nous proposons de calculer la n'*"^ dérivée de y par 

rapport à a?, y^, en fonction des dérivées successives de y 

, . dy d^y d^u , 

par rapport a u, t^, -r^, -r-^ etc. 
^ ^^ du' du^ du^ 

Donnons à x Taccroissement h ; la formule de Taylor 
nous donne, pour Taccroissement de «/, 

h dy h}^ d^y h» d^'y 

\ dx 12 dx^ " ' 1 2 . . . n dx"^ 
Mais, à l'accroissement h de a?, correspond pour u l'ac- 
croissement K et la formule de Taylor nous donne encore 
pour l'accroissement de y 

(2) 3? ^^-^ ^ + ..._J!_ ?f!?+ ... 

\ du 12 rfu* ' " i .2 .../)' rfuP 

Supposons que nous sachions exprimer K, X*, . . . K^, . . . 
vw fonclion de A; en remplaçant K, K', . . . K** . . . par ces 
valeurs daus la formule (2) et identifiant les coefficients de A" 
dans les formules (i) et (2), on aura la relation cherchée. 



I 



(^\ ' ^ -= V ' ^ A 

^ ^ 123 ... n eto" >i 12 ... p duP **' 
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Supposons que Texpression de Kp en fonclion de h soit 

Kp = Ai^ H- A,A« -+-... A„A" -h . . . 
On aura alors 

p duP 
et tout revient à calculer les coefficients An. 

Avant de donner IVxpression générale du coefficient A„, 
nous allons faire quelques applications à des fonctions parti- 
culières. 

Fonctions de e*. — Soient : 

u = e*, y = f(u) = f{e% 

Donnons à x Taccroissement A, on a 

/h A* A' /fc" \ 

K = c*+*-e* = e^(e'»-i)=e*(-H + --h... h...) 

\I f.2 T. 2. 3 I.2...W / 

et par suite 

/h h* A» h"" \p 

\ I 1.2 1.2.3 1.2 ... 71 / 

Le coefficient de h^ dans le développement de k^ est évi- 
demment 



>^ a^I a, ! ... ap\ 



ou a^, a,, ... dp doivent prendre toutes les valeurs entières 
et positives qui vérifient Téquation 

a, -♦- a, 4- . . . «p = rï. 

On a donc An — e^ V — ; — -. ■• 

Pour rendre la formule (z) plus explicite et par suite plus 
claire, cherchons le coefficient de h^ dans le développement de 

/h A* h" \ 

k = (j* — I -f- . . . h . . . ) 1 

\i 1.2 1 .2 ... n / 



\I 1.2 



-H . . . -h . .-. 1 » 

2 I , 2 ... n 



jusqu 



/h /** A" \p 

kP = eP=^ - + h . . . h . . . ) , 

\ I 1.2 I .2 ... W / 

*a A" = e"*(- H \- ... h ... ) • 

\i 1.2 r.2...n / 



28 lODMAL DB IUTHÉMÀTIQU18 SPtCIALSS 

Ces coefficients ont évidemment pour expression 

ni JmàoL^loi^l ' jLi a^\a^\ ... ap\ 

oh les a doivent prendre toutes les valeurs entières et posi- 
tives qui vérifient les équations 

«.+«• = n, 



a, + a, + . . . a» = n. 



'<x. 

• • • 



On a donc 

n\ dx^ du ni 2! da'^ajla,! 

+ ±e'«^y— — 1— 4... -H-e-^ 
j9l dwP-^ajIa,! ... a«*I n! rfu" 

avec ttj -*- a, -h . , . -h ap = n, 

ou, d'une façon plus abrégée, 

(4) ±ÉlJy\±eP'Éiy y l. 

p-i 

On peut donner une autre forme à Texpression de j^ • En 

, , dy d^v d'v 

effet, en calculant successivement 3^» -—;> t~> ... on 
' dx cte* dx* 

trouve : 



dx du 
dx^ du du^ 

cte" dw dit" du* 



et Ton est amené à poser 
d^v dy 

*f. V P* — ^ -4- -i-^ />^* ^ -+- -i-i P*" *' 

.rf»" ~ ^* d« ^ a I dtt» 3 I d«' 
(0) 



^y .'iy . Y« e2« ^ + lî gte d^ 



pi rfwP ni cte** 

et la comparaison des formulés (4) et (S) donne, pour les 
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nombres y, Texpression 

Yp = 1.2 . . . n V — - — ; r • 

Pour montrer une application de ce qui précède, considérons 
la fonction 

y = c* 4- e^ -h . . . e"** = w -h m" -+- u* H- • . . u«~. 
On a 

du 

d*y 

-4= 2.1 + 3.2U -+- ... m(m — I)M•^^ 

ai*" 



—f = n(n — i) ... 2.1 -♦- (n -h i)n ... 2U 

+ . . . + m(wi — 1 ) . . . {m — n -h i)u"*~% 
puis 

_? = i'»e»' -H 2'»c2« -h 3V + . . . m»e^. 

Dans ces formules, faisons x = o^ c'est-à-dire u = i , il 
vient : 
dy __ m(m -H i) 

dw "" I 2 

^'y , , _^ o , ^ ^/^ ,x (m + i)m(m - i) 

---- = 2.1 + 3.2 + ... m (W — ï) = r t 

au* 3 

— 2=n(n— i)...2.r+(n4-i)n... 3.3 + ... m(m— i)...(iîi— n+i) 

_ (m + i)m. . . (m — n + i) 
"" n H- I 

^ = 1** -f- 2*» 4- 3»» -h . . . Wl" = Y p", 

p=l 

et la formule (4) donne alors 

pml pal 

fil mivf*e.) 
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SOMMATIONS ALGÉBRIQUES DES PUISSANCES SEMBLABLES 

DES n PREMIERS ENTIERS 
Par M. fi an Cyane» ancien élève de TÊcole Polytechnique. 



Soit posé, suivant l'usage, 

Sp(n) ou Sp = iP -h 2P 4- 3P 4- . . . 4- nP. 

On sait que 

_ n(n 4- i) 
î^i — — 



• « 



S, = 



S, = 



2 

n{n 4- i)(2n 4- i) 

6 
n*(n 4- f)' 



4 
Je me propose de donner à ces expressions une autre forme 

algébrique, puis de chercher la formule générale donnant 

Sp(n) en fonction de p et de n. 

PREMIÈRE MÉTHODE 

On a 

(i) 2n* s: n(n 4-1)4- (n — i)n. 

Faisant successivement n=: i, 2, ..., n et additionnant 

par colonnes, on en déduit 

2S, = Ln{n 4- i) 4- E(n — i)n 
ou 

(2) 2.3S, = 2:3n(n 4- i) 4- S3(n - i)rï. 
On a 

(3) 3n(n 4- i)s:n(n 4- i)(n 4- 2) — (n — i)n(n 4- i). 
Faisant encore, successivement, n = i , 2 , . . . , n et addi- 
tionnant, on en déduit 

L.3n(n 4- i) = n{n 4- i)(n 4- 2). 

On a, de même, 

S3(?i — i)n = (n — i)n(7t 4- 1). 
D'où 

(4) 2. 3. S, = w(n 4- i)(n 4- 2) 4- (n — i)n(n 4- i). 
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Cherchons maintenant S3. 
On a 

(5) 3ns: i(nH- 2) -h 2(n — i) = 2(714- i) + \(n — 2). 
Multiplions dans Tidentité (1) les divers termes par 3n ou 

par ses expressions identiques, et nous avons 

2. 3n'= I .n(n+ i)(7H-2)4-2(n— i)n(w-4- 1) 

H-2(n — i)n(w + i)+ i(w— 2)(n — i)n, 
ou 

(6) 2.3.n's:n(n+i)(n4-2)-j-4(n— i)n(4-i)-*-(n— 2)(n— i)n. 
Faisons maintenant n= i, 2, ... ?^, et additionnons par 

colonnes; nous obtenons, en multipliant par 4 

( 2. 3. 4S8=S4n(n-hi)(/î+2)-h4S4(n — i)n(n+ i) 
I H- S4 (n — 2 (n — I ) 71 

Or 

(8) 4W(7l4-T)(n-+-2)=7l(7l-hl)(7l-+-2)(7l+3) — (n— l)7l(7l-hl)(n-h2); 

d'où 2471(71 4- i)(7i -H 2) = n(w + i)(n 4- 2)(7i 4- 3), 
£4(71 — 1)71(^71 4- i) = (ti — i)n{n 4- i)(7î4- 2), 
et 24(71 — 2){n — 1)71 = (71 — 2)(n — i)/i(7i4- 1). 

En remplaçant dans Tidenlité (7), on a 

( 2,3.4S3 = 7ï(7l4-l)(7l4-2)(7H-3) + 4(;i— l)7l(7l4-l)(7i-h2) 
^ ( 4-(7i— 2)(7l — l)7l(7l4-l). 

Pour calculer S4, on se sert des identités 

( 4n=:i(7i4-3) + 3(— i)s:2(7i4-2)-i-2(7i— 2):=:3(7t4-i) 

^* ^ ^ • 1(71-3), 



et on multiplie les termes de Tidentité (6). 
On trouve successivement : 

2.3.47i*s:/î(7H-i). . .(7^4-3)4-2.4(71— i)n, . .(714-2) 

-i-3 /i— 2)...(7i— l)-4-3(7l— I j...(7l4 2) 
+ 2.4(71 — 2). . .(7i-f-l)-M(7l— *3)...7i. 

ou 

( 2.3.471* s: 7i 7i 4- l) .. . (71 4- 3) 

^ I -I- [ l(7l—l). . .(714-2)4-11(71— 2)... (M4-l)4-(7i— 3). ..71. 

( 2.3.4.584=2571. . .(7î4-3)4-I lS5(7i— l)...(/i-h2) 

^ ' ^ ' iiS5(7i-2)...(7i4-i)4-S5^7î-3)...n. 



Appliquant Tidentilé : 

(13) P^(^"^ ^)(^^ "^ 2)(7î4- 3) 

^ ^ \ =:7l(7l4-l)...(7i4-4) — (7i—l)7l.. .(714-3). 
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oif a finalement : 

( 51S4=n(n4-i)...{w+4)-4-ii(n— i)...(nH-2) 

^ ' \ H-i i(w--2)...(n-hi)-+-(n— 3). . n. 

De proche en proche, on peut ainsi calculer Sg , S«, etc. 
En général, pour calculer Sp , connaissant S|,.i , on se sert 
des identités : 
(15) jm -=: i{n + p — \) + {p — i){n — i) 
=: 2 (n + p — 2) -h (p — 2)(n — 2) 



et 

(16) 



s: (p — 2) (n 4- 2) -h 2 (n — p -+- 2) 
^^ (P — 0(^ -*■ i) + i(n — p + i) 



(p-t- i) n{n -h i) ... (n 4-p — i) 
s: n(n + 1 ) , . . (n + p) — (n — i)n . . . (w 4- p — i ). 
Appelons Ap,i , Ap,2, ... , Ap,, , ..., Ap,p les divers 
coefficients, on a les formules : 

p!wP = Ap,iw(n 4- î) ... (/i 4- p — i) 

(17) \ +Ap,2(7i— i)/i...(n4-p2— )4-. . .4-Ap,ç(w— gf+/)...(/i4-p--g) 

4- ... 4- Ap,p(w — p 4- 1) ... (n — \)n. 

(p 4- i)! Sp = Ap,i7i(w 4- i) . . . (n 4- p) 

(18) ] -*-Ap,2(n— i)n...(n4-p— r)4-...4-Ap,,(n— 94-1) 

. . .(n4-p— g4- !)4-...4-Ap,p(n— p4- 1). . .n(/i4- 1). 

CALCUL DES COEFFICIENTS 

Les coefficients du développement de 4!^* sont: (i), (11), 
(11) et (i), et l'on a : 

(19) 4i = (i)4.(ii) + (,,)-h(i). 

Four calculer ceux de 5 !n^, on se sert des identités sui- 
vantes, analogues aux identités (IS): 

(20) 5 = 14-4 = 24-3 = 34-2 = 44-1. 
Multipliant par 5 Tégalité (19), on a : 

51 = 1(1) 4- 2(11)4- 3(ii) 4-4(1) 

+ 4(1) -f- 3(ll) 4- 2(11) 4- 1(1) 

= (1)4- (26)4- (66)4- (26)4- (ij, 
ce qui donne les coefficients cherchés. 

On calculerait de même, de proche en proche, les coefficients 
des autres puissances. 



JOURNAL DE MATHEMATIQUES SPÉCIALES 33 

Yoîci, pour les dix premières puissances, le tableau mis sous 
forme de triangle arithmétique. 

p=l 1 

2 1 1 

3 14 1 
1 11 11 1 

1 26 66 26 1 

1 57 302 302 57 1 

1 120 1191 8416 1191 120 1 

1 247 4293 15619 15619 4293 247 1 

1 502 14608 88234 156190 88234 14608 502 1 

1 1013 47840 455192 1310354 1310354 455192 47840 1013 1 



4 
5 
6 

7 

8 

9 

10 



PROPRIÉTÉS DBS COEFFICIENTS 



Symétrie des coefficients. — Les coefficients équidistants des 
extrêmes sont égaux 

Gela résulte de la symétrie de leur mode de formation 
successive. 

Relation entre les coefficients des puissances successives. — On a 
{p - i) 1 = I -+- A^i, 2 4- A^i, 3 4- ... + Ap_i, ,.1 4- Ap^, , 

En multipliant les termes de cette égalité par p, on obtient 

i + 2Ap_i,2+3Ap_i,34-... + (y-i)Ap-i,,_iH-5r.Ap_i,q-+-... 
-f-(p- 1) Ap_i. p_i+(p- i)X 1 4-(/?-2).Ap_i, 2+... 
p\ ={ -h(p-g+2).Ap_i,,_24-(p-?-Hi)Ap_i,g_iH-... 

-h2Ap_i, P--2+ I .Ap_i,p_i 

:^i +Ap,2+A|,,3-4-...+Ap^g_i-hAp^_q,-f-... -+-Ap^ p—i-f-Ap^p. 
Ce qui donne la relation générale 
(21) Ap, , = g.Ap_i, , + (p - 9 H- i) Ap_,, ,.1. 

Expression cfe Ap, 2. — Si q = 2, on a la relation 

Ap, 2 = 2 : Ap_i, 2 -f- (p - i), 
qui donne facilement 

Ap,2-= 2^ - (p -+- i). 

Expression de A^, 3. — Si ^ = 3, on a la relation 

Ap,3 = 3. Ap-,,3 -»- (p — 2).Ap_i,2. 

On en déduit 

2 
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Expression du coefficient général A^, ,. — On a, en général, 
^ (p+ i)pO(p - q + a) 2p_ (P + Opf )(P-y + 3) i" 

1.2. ..(9— 2) 1.2. ..(9—1) 

(24) =gP-C;+i(^-,)p + C^,(ç-2)^-C^,(ç-3)P-h... 

La vérification de cette formule ayant été faite, pour 
p .-= I, 2, 3, il suffit, pour la démontrer, de faire voir que si 
elle est vraie pour j3 — i, elle l'est également pour p. 

Supposons qu'on ait 

± C«-2 21^ q: G«-' i"-* 
A,_,,,_, = (g - i)"-» q: C;(? - 2)1-* + ... 

MultiplioQS la première égalité par q, et la seconde par 
{p — q + I ), pour appliquer la relation (21), nous avons : 

g. Ap_,, , = ?" - C;(g _ I )p + C^((, - 2)P - . . . ± Q^-Hf :p G»-» i p ' 

- iG;(? - i)*-' -l- 2Cl{q - 2)^-1 - . . . 

± (g - 2)GJ-22i'-'(ç - i(C«-« I p-») 

(p - g + i)Ai,-i,,-i = p(? - i)"-' - (p - i)t!p(? - 2/-* + ... 
q: (p - g + 3)G«-^2P-' 

± (p - </ + 2)G«-2i''-» -{q - lY + G;(g - 2)" - . . . 

D'oîi enfin par additiou des termes semblables et destruc- 
lion des termes égaux et de signes contraires : 
A,,, = q" - (Gi + i).(î - 1)" + (G^ + G;)(g -2Y- ... 

± (G«-2 + G«-3)2'' q: (G«-' + G'-^)!!-, ! 

formule identique à la formule (44). 

Seconde expression du coefficient général. — Gomme on a 
K, q = Ap, ,,_,+i, on en déduit 
m^ I Aft,=(p-g+i)»'-Gp+,(p-g)P + (G^H.i(p-g-j)p_... 

■ 

Remarque, — En égalant ces deux expressions de A^^^ 
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on obtient l'identité suivante valable pour' toutes les valeurs 
entières et positives de p et de </, notamment pour q = i. 

( ?^- C^i (g- 1 )P + C^+i (g- 2)^^ - . . . ± q+f 2^' lïiGJïl i;? 
(26) }^{p^q^i)P- Cî,+i(;> - qY + G^,^;,-^- ,)p 

( - ... d= C?^-V qi C^i^ 

Relation linéaire de récurrence entre les coefficients de même 
rang q. — La formule (24) montre que, conformément à la 
théorie des suites récurrentes, il existe une relation linéaire 

entre ^-^ h 1 coefficients consécutifs de même 

rang g. 
Si ç = I , en posant simplement Ap, ^ = Ap, Téquation 

résolvante est : 

(x - i) = o, 

et la relation linéaire est : 

Ap — Ap_i = G • 

Si q = 2, en posant Ap, a = Ap, l'équation résolvante 
est: 

(a? — iY{x — 2y =: a;* — 40;* 4- 5a; — 2 = o, 

et la relation linéaire est : 

Ap — 4Ap_i + 5Ap_2 — 2Ap_3 = o. 

Si ^ = 3 , en posant encore Ap, s = Ap, l'équation résol- 
vante est : 

{x - i)»(a?- 2Y{x - 3)1 

s: oî* — loa?' + 40a;* — 82aî' h- 91a;* — 52a? + 12 = 0, 

et la relation linéaire est : 

Ap— ioAp__i -H 4oAp«2— 82Ap__3 + 9 1 Ap_i — 52Ap_5 4- 1 2Ap_^j =0. 

En général, en posant pour simplifier Ap,^ = Ap, l'équa- 
tion résolvante est : 
(x - iy{x - 2y-^{x - 3)9-2 ^ _ {x - qy 

1.2.3 ^ 

et la relation linéaire est : 

Ap — — -^z ^. Ap-.i + . . . rt A qiq+i) = O. 

1.2.3 p T" 
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SOMME DES COEFFICIENTS d'UNE MÊME PUISSANCE 

On a, en général : 

p . = Ap^ j -H Ap^ , 4- Ap, , -H ... 4- Ap,p. 
Ce qui donne : 

i^,(i -Gi+tH-C^i - •.. ±C^\) 

+ 2''(i -C% + CJ4., - ... ±G^Î) 

^, ) +3'^(i -Cl^i -h ...) 

+ (p- i)^(i -Gi+0 

-h pP 
ou 

(27) pI=p'^-Cj(p- lY-hClip^ 2y-...±G^' I". 
On en déduit : 

(p- i)I =pi>-*-Ci^j(p - ,)p-*+Gj_i(p-2)P-*- ... ±C?ZÎ l'^-S 
ou 

(28) p! = (p+ i)'^ _c^pi'+cj(p- i)''- ...diCJi^ 

NOTATION ABRÉGÉE DES FORMULES DE DÉCOMPOSITION 

ET DE SOMMATION 

Si Ton divise par p I tous les termes de la formule (17) et 
par (p 4- i)I tous ceux de la formule (18), on obtient, en 
employant la notation habituelle des coefficients du binôme - 

n^ = OS+p-i 4- Ap, jCS_|_p_ H- Ap^jGS+p-a 

h ... 4- Ap,p_iG5+i 4- c;. 

Sp = Ciïi + K .GSp-1 + Ap, ,GStJ.2 

4- ... 4- Ap,p_iGStl 4- GCtl. 

(A suivre.) 

ESSAI HISTORIQUE 

SUR LA THEORIE DES ÉQUATIONS 

Par M* Aabry. 

(Suite, voir page 14.) 



(29) 
(30) 



Gramer {Introdu>cHon à Vaiialyse des lignes courbes algébriques^ 
Genëve, 1730), réinvente les déterminants et donne la résolu- 
tion générale des équations du premier degré, — règle démon- 
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trée depuis par Laplace; — ainsi que rélimination de deux 
équations à deux inconnues, en faisant voir que le degré de 
réquation finale est au plus égal au produit de ceux des 
équations proposées (*). 

Segner iMém. de VAcad. de Berlin, 1756) donne la démons- 
tration du théorème de Descartes restée classique, et {Novi 
Comm. Acad. petrop. 1760), la description d'une machine à 
décrire les courbes paraboliques, permettant, par suite, de 
résoudre les équations (**). 

Bézout s'est presque exclusivement occupé de la théorie 
des équations. On a de lui un procédé de résolution des 
équations du premier degré consistant à multiplier chaque 
équation par un facteur indéterminé et à écrire ensuite que les 
coefficients de la somme des équations ainsi transformées 
sont nuls sauf un {Mém. de VAcad, y 1764); une méthode 
d'envisager la résolution des équations fondée sur l'élimina- 
tion de X entre 

af^ -{- h = Q et « = r- j 

^ X -¥ h 

{id. 1762), puis entre 

t/"* — I = o et aj/*"-* H- 6j/"*-2 -+- ... -h X = o 

(id. 1765); et enfin de profondes recherches sur l'élimination 
(Traité des équations numériques, Paris, 1779), où, — préoccupé 
de ne pas introduire de racines étrangères dans le résultat, 
il donna sa célèbre méthode, perfectionnée par Gauchy et 
Cayley, — et son théorème sur le degré de l'équation résul- 
tante. 

Les recherches de Waring ont eu pour but surtout la théorie 
et le calcul des fonctions symétriques. Il a, comme Bézout, 
imité Euler dans la recherche de l'expression des racines : il 



(*) Mac Laurin avait déjà énoncé cette vérité en disant que deux courbes 
du m® et du n* degrés ne peuvent se couper en plus de inn poinis, Ghasles a 
très simplement démontré ce théorème. 

(**) Cette machine est trop compliquée et trop peu pratique pour que 
nous en donnions la description. Nous dirons seulement qu*cllo se com- 
pose de pièces mobiles formant châssis dans les rainures desquelles 
glissent Ips curseurs de règles pouvant prendre différentes positions : les 
intersections de ces règles tracent la courbe. 
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les suppose de la forme 

a!yfp + 6 v^p* -I- c v^p* + . . . 

Il a remarqué avant Lagrange {Miscellanea analytica, 1762) 
les propriétés de Téquation aux différences de donner les 
limites des racines et le nombre de celles qui sont réelles, 
mais sans tirer parti de cette observation. Nous citerons aussi 
de lui une extension très simple et très utile du théorème de 
RoUe (*). 

Nous parlerons main tenant des brillants travaux de Lagrange 
sur la théorie qui nous occupe. Il avait donné ( j/m. de VÀcad, 
de Berlin, 1767), une nouvelle formule donnant une limite 
supérieure des racines ; montré que dans le calcul des valeurs 
d'un polynôme par la méthode des différences successives on 
doit s'arrêter dès que tous les termes sont positifs, parce que 
tous les suivants le seront; retrouvé l'usage de l'équation 
aux différences, et proposé l'emploi des fractions continues. 
Dans le même recueil (1770-71), il compare les différentes 
méthodes employées ou tentées pour la résolution des équa- 
tions, et fait voir qu'elles reviennent toutes à la considération 
d'une équation auxiliaire dont la racine est de la forme 

rCi 4- arc, + a* oJa + ... 
a, Qf", a«, . . . désignant les racines imaginaires de Tunité {**), 
et a?!, a;,, ... les racines de la proposée. Cette deuxième 
équation s'appelle la réduite ou la résolvante de la première. Il 
démontre que le degré de la réduite est toujours plus élevé 
que celui de la proposée et rend compte pourquoi elle s'abaisse 
pour les troisième et quatrième degrés (***). La résolution 

(*) k désignant un nombre quelconque, les racines de l'équation X = o 
séparent celles de V équation X -+■ kX' = o. 

(**) Lagrangeest Fauteur de la découverte de cette propriété des racines 
imaginaires de Punité de se reproduire Tune Tautre par leur élévation aux 
puissances enti ères. 

(***) Lagrange pensait que cet. abaissement n'était plus possible en 
général au delà du quatrième degré. Effectivement les travaux successifs 
de Ruffini, Alberti, Gauchy et Abel ont amené ce dernier à conclure Tim- 
possibilité de résoudre généralement Téquation du cinquième degré en 
n^employant qu*un nombre fini de signes algébriques. On sait d*ailleurs 
depuis la découverte de M. Hermite ( De V équation modulaire^ Paris, 1859), 
résoudre Tcqualion du cinquième degré à Taide des fonctions elliptiques. 
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générale des équations est ainsi ramenée à trouver les fonc- 
tions des racines dont la détermination dépend d'équations 
de degrés inférieurs. 

Vandermonde est arrivé en même temps à la même conclu- 
sion (Mém. de VAcad. des scienceSy 1771), en partant de ce prin- 
cipe que l'expression analytique des racines doit donner 
indifféremment l'une quelconque des racines. Il montre l'im- 
portance de la doctrine des déterminants, dont il propose une 
notation. On voit, dans ce mémoire, la résolution analytique 
de l'équation binôme du onzième degré, comme résultat des 
méthodes de l'auteur. 

Lagrange a rassemblé ses travaux dans un ouvrage 
qu'il a iutitulé Traité de la résolution des équations numé- 
riques (Paris, 1798). On y trouve, en outre, deux nouvelles 
méthodes de se servir de l'équation aux différences, sans tou- 
tefois rendre ce procédé pratique ; des études critiques sur les 
méthodes de Viëte, de Newton, de Daniel BernouUi et de 
Fontaine, sur les théorèmes de Rolle, de Hudde, de Descartes 
et de de Gua ainsi que leur démonstration par la théorie des 
dérivées (*) ; enfin la démonstration de sa célèbre série, donnée 
pour la première fois en 1768 dans les Mém. de VAcad. de Berlin. 

On doit à Gauss la résolution des équations binômes (Disqui- 
sitiones arithmeticœ, Leipzig, 1801), d'où il déduit la possibilité 
d'inscrire dans le cercle, en ne se servant que de la règle et du 
compas, les polygones réguliers dont le nombre des côtés est 
un nombre premier, de la forme 2^* 4- 1 (**); — et trois démons- 
trations du théorème de d'Alembert dont la première (Démons- 
tratwnova.,,, Helmstadt, 1799^ n'est pas tout à fait rigoureuse, 

(*) Voici, par exemple, la démonstration très simple du théorème de 
Descartes, déduite de celui de Rolle. 

L*équatiOQ X = o ne peut évidemment avoir qu^une racine positive de 
plus que TéquatioD X' = o. Or, comme une équation a un nombre pair 
ou impair de racines positives selon que son dernier terme est positif ou 
négatif, si les termes tout connus de X et de X^ sont de mêmes signes, 
Téquation X = o ne peut avoir une racine positive de plus que l'équation 
X' = o ; si ces termes sont de signes différents, la première peut avoir 
une racine positive de plus que la seconde. On agit de même surX' elX'', 
et ainsi de suite. 

Cette démonstration revient à celle de Gua. 

(**) Abel a étendu cette théorie à la lemniscate. 
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mais est certainement la plus simple de toutes celles qu'on 
en a données (note YIII). Les deux autres portent la marque 
du profond génie de leur auteur; mais elles sont trop détour- 
nées et partent de questions trop élevées pour que nous en 
fassions autrement mention. La résolution de Téquation binôme 
a été simplifiée par Lagrange dans la seconde édition de son 
Traité de la résol. des éqaat» num. (1808). 

Dans un mémoire présenté, en 1803, à l'Institut, Budan de 
Boislaurent a donné un moyen fort simple de résoudre les 
équations dont toutes les racines sont réelles, et fondé sur ce 
corollaire du théorème de Descartes : la transformée en z = x — a 
de r équation F{x) = o, qui est dans ce cas, perd autant de 
variations qu'il y a de racines de la proposée inférieures à a. 
(Note IX.) Il a donné Textension de ce corollaire au cas des 
racines imaginaires {le théorème de Budan), dans un nouveau 
mémoire présenté en 1807, et expliqué en détail ses divers 
procédés dans sa Nouvelle Méthode pour résoudre les équations 
numériques (Paris, 1808), méthode reproduite par Horner 
(PhiL Trans, 1819), dentelle a gardé le nom. /^ suivre,) 



EXERCICES 

Par M. Barisien. 

(Suite j voir page 279.) 



65. — Par le foyer F d'une parabole on élève une perpendicu- 
laire à un rayon vecteur FM que l'on prolonge jusqu'à sa ren- 
contre en G avec la normule en M. Le point G est le milieu du 
rayon de courbure en M. 

On a, en effet, si n désigne ie coefficient angulaire de la normale en 
M , et fl^i et 2/i les coordonnées du point M, 

0?, = —, y, = --pn 

et 

FAI 

(1) MC = 



ces FMG 

Mais l'angle FMG est égal à l'angle que la normale fait avec Taxe. On 

a donc 

tg FMG = — «. 
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D'où cos FMC = ' . 

On a aussi FM = a?. 4- - = - (i + n*). 

22 

La relation (1) devient donc 

MG = -(i + n*)2. 
2 

C'est bien la moitié du rayon de courbure en M. — De cette propriété, 
résulte une construction fort simple du centre de courbure en un point 
d'une parabole (*). 



EXERCICE ECRIT 



85. — Étant donnée une ellipse (E) dont les foyers sont 
F et F' et les sommets du grand axe A et A', on mène à la 
courbe une tangente variable dont le point de contact est M. 
On projette les points F et F' sur cette tangente variable, 
respectivement en P et P'. Montrer que : 

i^ Les droites FT et FP' se rencontrent en un point S qui 
est, en même temps, le centre de similitude interne des cercles 
décrits sur FP et FT' comme diamètres; 

2** Le lieu de ce point S est une ellipse ; 

3® L'axe radical des circonférences de diamètres FP et F'P' 
passe par un point situé sur le petit axe, symétriquement, par 
rapport au centre, du point de rencontre de ce même axe avec 
la tangente en M ; 

4P Le lieu du point de rencontre K des droites PA et P'A' 
est une ellipse; 

S® Le lieu du point de rencontre H des droites PA' et P'A 
est une ellipse; 

6® Les trois points H, K, M sont en ligne droite; 

7® Le lieu du centre de similitude externe du cercle de 
diamètre PP' et du cercle principal de Tellipse est une 
sextique, courbe fermée dont on peut déterminer Taire. 

(E. iV. Barisien.) 

(*) Cette construction est indiquée dans notre Qéometrie analyUque, 
§ 364. Elle est due à Poncelet (voyez Nouvelles Annales 1843, p. 185; 1844, 
p. 529). G. L. 
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Notes sur l'exeroioe 84. 

1* En posant OP = «, OQ = v, les périmètres variables ti, v, véri- 
fient Tcgalitô 

6 
uv cos* o (m -h v) + a> — o, 

a désignant la longueur des tangentes issues de aux circonférences 
inscrites dans yOx. 

L'enveloppe des circonférences OPQ est une circonférence ayant pour 
équation 

6 a* 

(aï* -h y* + 2xy cos 6) cos* 2a [x -h y] -I = o. 

2 6 

cos*- 
2 

2* La polaire de O, par rapport à la circonférence décrite sur PQ 
comme diamètre, a pour équation 

x{u-\-v cos 6) 4- y{v -\- u cos 6) — 2uv cos 9 = o. 
En cherchant à déterminer sa rencontre avec P'OQ' on trouve 

{vx — uy) [ux — vj/ 4- [uy — vx) cos 6] = o. 
L'un des points considérés est Torthocentrc du triangle POQ ; le lieu 
de ce point est une hyperbole. 
L'autre décrit une quartique bicirculaire. 

30 Pour résoudre cette troisième partie, on peut utiliser les équations 
iangentielles de la parabole et du cercle. 
On trouve, pour représenter le lieu demandé, l'équation 
xhj* 2xy 

-ri ir'^ "•" 2/) "•" ^-^y^ -^ "^^y cos = 0, 

après avoir posé h cos*- = a. 

2 

C'est une quartique unicursale, ayant deux rebrousscmculs de première 
espèce sur la droite de l'infini; elle est formée par deux branches hyper- 
boliques situées dans l'angle yox. 



QUESTION 378 

Solution ir^n>^^r^4v® (*) P^^ ^^ ancien élève de mathématiques 

spéciales. 



Par un point donné 0, d^une [circonférence donnée G , on 
tnène une sécante qui la coupe en D. Sur la droite DO,- on prend 
les longueurs DA et DB égales au diamètre de C, de sorte 
que DA = DB = 2OG. Sur la même droite, on prend OB' = OB. 
On trace la perpendiculaire OL à AB jusqu'à sa rencontre avec 

{*) Voir page 286 du volume qui précède celui-ci. 
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C en L. Par le point B', on mène la droite parallèle AL; e/, 
par le point A, la droite perpendiculaire à AL. 

Démontrer que le point M d'intersection de ces droites est situé 
sur une épicycloide à deux rebroussements, (SvéchnicofT.) 

Lorsque la sécante OD tourne [autour de 0, le point A 
décrit une courbe qui a pour normale AL. De même B décrit 
une courbe ayant pour normale 
EL, qui est perpendiculaire à AL. 
Le point B' décrit une courbe, 
symétrique de la courbe décrite 
par B, dont la normale en B' 
est alors la perpendiculaire B'E 
à AL. 

Le point M étant le sommet de 
l'angle droit AMB' dont les 
côtés sont tangents à des courbes 
qui ont pour normales AL, B'E, 
appartient à un lieu qui a pour 
normale MK. AMB'E est un re^:- 
tangle et cette normale passe par 
le milieu H de AB'. Ainsi : la 
normale à la courbe décrite par M passe par le milieu H du 
segment AB'. 

On a OA == 2. OC -4- OD, 

OB' = 2.OG - OD, 
d'où AB' = 2.OD, par suite AH ou HB' = OD. 

Mais OA = 2.0G-f- OD, donc OH = 2. OC. 

Ainsi : le point H appartient à une circonférence' de cercle 
décrite^ du point comme centre^ avec 2 . OC pour rayon. 

Les triangles isoscèles AHE, ADL sont semblables. 

L'angle AHM est alors égal à ODL. 

Élevons en M la perpendiculaire MG à MH. 

Les triangles MHG, ODL sont égaux: eti effet, ils sont 
rectangles, ils ont un angle aigu égal; de plus, le côté MH 
est égal à HA, 

or AH = OD; 

donc MH = OD. 
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Par suite, HG est égal à DL, c'est-à-dire à 2. OC. 

Menons RR' tangente en à la circonférence G, et décri- 
vons sur HG, comme diamètre, une circonférence de cercle. 
Elle passe par le point M et Tare MH est égal à Tare RH, 
puisque l'angle MGH est égal à l'angle HOR. 

On voit ainsi que M appartient à Vépicychide engendrée par 
un point d'une cirœnférence qui roule sur une autre de rayon 
double. Cette courbe a pour points de rebroussement R et R'. 



QUESTION 383 

Solution par M. E. Lbmoine. 



Soient A, B, C, D quatre points dans Vespace; sar CE, un 

point mobile k^; sur DA, un point mobile k[; on a — ^ = — r--« 

A|B Al A 

Trouver le minimum de A^A'i. (E. Lemoine.) 

Appelons (fig. 4} GB, AG, BA respectivement a, 6, c; 

» DA, DB, DG » a', 6', c'. 

Posons GAi = m, DAj = m' 

AjB = n, AJA = n' 

A,G _ a;d _ 

^^ 575 "" lA ~ ^- 

aoc a'oR 

On a facilement : m = , m' = 



X -h i X -^ \ 

a , a' 

n = , n = 



X -{- \ X + \ 

Le théorème de Stewart appliqué au triangle GDB donne : 

=-7-2 c'^n -*- b'^m — amn 

DAi = 

a 

de même dans GAB on a : 

2 6"w + c'^m — amn 



kk, = - 



— • 



a 
Le même théorème, appliqué au triangle DA^A donne : 



î^A 



—-72 DAi'n' + AAi' m' - a'm'n' 

A^Ai = -; 

a 
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Ou, après avoir remplacé DA|, AÂ^, m, n, m\ n' par leurs 
valeurs, et supprimé le facteur a; + i , 



T--r72 cW -+- JJ(6» -4- é'« - a« - a'*) -f- c'* 
* (a; -f- i)» 

Ce qui détermine A|A'| lorsque x a une valeur donnée. 
On trouve que la valeur de x qui correspond au minimum 



est: 



(1) « = 



2C'« - (6» -h 6'* - o» - a'«) 



2C» - (6» 4- 6'* - a* - a'«) 
On en déduit que A^Âi a pour valeur: 



(2) 



4C«c^' - (6* 4- y* - g* ~ a'«)« 



4[a> -t- a'> -+• c* -h c'« - 6» - 6'»] 

Sî ^'9 ^9 y' b^^^ ^^^ angles que BG fait 
avec DA, GA avec DB, AB avec DC, on 

saitquelona: cos'a'=:( • — — j » 

cos p' = etc. Fig, 4, 

Et, si /i«m|, n^ sont les longueurs des droites qui joignent 
respectivement le milieu de BG et le milieu de DA, le mi- 
lieu de GA et le milieu de DB, le milieu de AB et le milieu de 




DG, comme on sait que l\ = 



6«-h6'«+c«-hc'«-a*-a'» 



, mi=etc. 



et Ton voit que la valeur minimum de A^A'i peut s'écrire 



Al AÎ = 



2CC_ 

a» + a'* 4- c* + c'« - 6* — h'' 



4mf 



. ^ Q^c^ sin* y' 

on aura, pour cette valeur minimum, A. Ai = 5 — -• 

Donc, pour Je cas du minimum, on a : 



27714 



La valeur de a?, correspondant au minimum, peut s'écrire 

, C - c ( ; .) 



c 
c 



^( 



6* + 6'» - a* - a'« 



2CC 



) 
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Or, si Ton appelle (fig. 2) a et p les projections de A et de B 

sur CD, 

8 et Y les projections de 
D et de G sur AB, cette 
valeur de x est : 
DG PC - gp 

AB * AB - 8y ' 
puisque 

c ; =ccosy ; 

2 ce 

elle est donc égale à la pro- 
jection de c sur c', etc. 




Fig. 2. 



On peut ariiver géométriquement à ce résultat. 

En effet, la valeur de x donnée par Téquation (i) peut s'écrire 

2CD^ - [UP - DÂ^) - (DB* - CB*) 



X = 



ou 



ou 



ou 



2"ÂB^ - (GP - CB') - (DB* - DT) 

2CD^ - {M^ - 05') - (ëP^ - BG') 

2ÂB' - (^' - y"5') - (BB' - âÂ^j ' 
2(Jl)^ - GD (aP -h aG) - CD(pD -f- pG) 

2ÂB^ - AB(vA - yB) - AB(8B - SA) 
_ GP 2GP - aP - aG -- pP - ^G 
"■ ÂB ' 2AB - yA H- yB - SB + 8A* 

GP 2CP - 2aS 

X = -T-zz'—T-^ r^> 



X = 



X = 



AB 2AB - 28y 

CP CP - ap c[ & - c C08 y' 

c c — c' cos y' 



AB AB - 8y 

La question 383 se résout aussi d'une façon purement géo- 
métrique. 

Projetons la figure sur un plan parallèle aux droites AG, 
BP: les droites telles que A^ Ai se projettent sans altération 
de grandeur, le problème est donc ramené à une question de 
géométf ie plane. Supposons donc les quatre points A, B, G, P 
sur un plan. Soit S le point de rencontre des deux droites 
AB, GP la circonférence ASG et la circonférence BSP se 
coupent en 0; les projections de sur AB et sur GD sont 
les extrémités du segment cherché. 
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Remarqtie, — Les droites A| Ai enveloppent une parabole 
dont le foyer est et le segment niinimum correspond à la 
tangente au sommet de cette parabole. On peut exprimer 
ainsi, plus brièvement encore cette solution. Les quatre 
points Â, B, C, D étant supposés non dans un même plan, 
les droites A^ k[ appartiennent à une paraboloïde hyper- 
bolique et sont parallèles au plan directeur P. Si Ton projette 
orthogonalement ce paraboloïde sur P, la ligne de contour 
apparent ainsi obtenue est une parabole dont la tangente au 
sommet est la projection du segment demandé. 

Cette solution est élégante, mais beaucoup moins complète 
que la première que nous avons développée. 

On voit aussi que la question proposée revient à celle-ci : Qœl 
est le fil leplm œurl à employer pour construire le paraboloïde ayant 
AD et CB pour génératrices B 

et un plan directeur parallèle 
à CD et à AB? 

Autrement (*). — Achevons 
le parallélogramme CABE 
(fig.S); menons MF parallèle 
à AC, joignons DE, NF 

et BD. Ayant ^ = ^^ 

NF est parallèle à DE et 
la valeur du minimum de Fig. s, 

MN est la distance BH de B à DE. Ce minimum se produit 
au point N obtenu en menant, par le pied H de la perpen- 
diculaire abaissée de B sur DE, une parallèle à CE. 




QUESTIONS PROPOSÉES 



419. — Les côtés A, B, C, D, d'un quadrilatère-plan sont 
de grandeurs constantes. Si, laissant fixe A, on déplace les 
trois autres côtés, le point de rencontre m de B et D 

(*) Celte solution géométrique est de M"« V*» F. Prime. Nous avons reçu 
aussi une solution analytique do M. J. Tzilzeica. 
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décrit une courbe (m). De même, si C est fixe, le point m 
décrit une courbe (n) ; démontrer que les courbes {m) et (n) 
sont tangentes au point m . (Mannheim) 

420. — Étant donné un tétraèdre tel que Thyperboloïde 
qui passe par les quatre hauteurs soit de révolution, le cône 
asymptote de cet hyperboloïde a un angle constant, quel que 
soit le tétraèdre. (Wdsch.) 

421. — Démontrer les propositions suivantes : 

1° Deux plans qui se coupent suivant une droite isotrope 
forment un angle égal à zéro ; 

2^ Le lieu géométrique des perpendiculaires menées par les 
points d'une droite isotrope à tous les plans qui passent par 
cette droite est un plan ; 

3® Deux sphères dont les centres sont situés sur une droite 
isotrope se coupent suivant une parabole. 

Cette parabole se réduit à un système de deux droites 
parallèles lorsque les rayons des deux sphères sont égaux. 

(G. Tarry.) 

422. — La normale, en un point M d'une parabole, ren- 
contre la courbe en un second point P et Taxe en Q. La 
normale au point P rencontre Taxe en N. On projette le 
point N, en T, sur la tangente en M. 

Démontrer que la droite QT est parallèle à PN. 

(E.-N. Barisien.) 

423. — On donne les deux circonférences G^, G, décentre 
et sur un de leurs diamètres les points a, a\ 

Par un point m, de G^, on fait passer des ellipses ayant 
pour centre o et pour sommet : Tune, a; et Tautre, a\ 

L'une de ces courbes coupe G, au point n. 

On demande le lieu du point de rencontre de l'autre ellipse 
et de la droite on, lorsque le point m décrit G^. 

(Mannheim.) 

Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGHAMPS. 
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LES AIRES DES TRACTRICES 

ET LE STANG-PLANIMÈTRE 
Par M. iiusr* Poulain, à Angers. 



1. Soit une courbe M dont une tangeixte se meut dans le 
plan et sur laquelle on prend, à partir du point de contact, une 
longueur constante ou variable, dans le sens du mouvement 
ou en sens contraire. Cette tangente est appelée un rayon tan-- 
gentiel. On sait que la somme algébrique S des aires ainsi balayées 
est égale au secteur dont le sommet serait un point arbitraire et 

qui serait engendré par un vecteur égal et parallèle au rayon tan- 

r^diù 
gentiel. Car l'aire élémentaire est égale à ; et Taire totale 

s'en déduit en intégrant. Si r est constant, le secteur auxi- 
liaire est circulaire. 

Je me propose d'indiquer une autre expression de S. Éga- 
lée à la précédente, elle fournit une relation susceptible de 
quelques applications. 

2. Théorème. — Étant données deux courbes^ Vune M, enve- 
loppe d'un rayon tangentiel, constant ou variable, MN; Vautre^ 
N, décrite par la seconde extrémité de ce raj/on(*); si on rapporte 
ces courbes à un système de coordonnées rectilignes ou polaires^ 
Vaire S balayée par le rayon tangentiel égale la différence des 
aires correspondantes des deux courbes N et M, plus la diff^é- 
rence T© — T des aires déterminées dans ce système par les rayons 
initial et final, à partir de leur point de contact (*♦) : 

(l) S = surf. N - surf. M + (To - T). 

On suppose que les aires sont des sommes algébriques et 



(*) Si r est constant, on sait que Tenveloppe M est appelée la traC" 
trice de N. Dans son sens restreint, ce mot désigne les tractrices des 
droites. J^ezamine ici un cas plus général qui comprend même les déve- 
loppantes de M. 

(**) Ces dernières surfaces sont, suivant le système de coordonnées, 
des trapèzes rectilignes ou des triangles, de môme que celles des courbes 
sont des trapèzes cnrvilignes ou des secteurs. 
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que leur accroissement change désigne quand l'ordonnée ou 
le rayon vecteur prend un mouvement rétrograde. De plus, 
dans le système rectiligne, il faut supposer que les angles de la 
tangente croissent en sens contraire de V angle des accès. 

Démonstration. — Uéquation (1) peut s'obtenir en intégrant 
entre les limites considérées l'équation différentielle 
(2) dS = d surf. N - c^ surf. M - dT. 

Car, au départ, les trois premières surfaces sont nulles et 
la quatrième est To. Il suffit donc d'établir Téq^iation (2). 

Supposons d'abord le cas des coordonnées polaires. Prenons 
sur la coarbe trois points infiniment voisins M, M', M" et 

menons les sécantes MM'N, 
M'M"N'. On sait qu'en négli- 
geant les infiniment petits 
d'ordre supérieur, l'angle de 
ces sécantes égale celui de 
deux tangentes infiniment voi- 
sines. On peut donc substituer 
l'un des angles à l'autre. Dès 
lors, l'aire du triangle NN'M' 
Fig- ^. égale dS. 

Si nous joignons l'origine aux sommets du triangle 
NN'M', l'aire de ce triangle égale la somme algébrique des 
aires de trois triangles de sommet 0. On a donc, en suppo- 
sant que, dans le second membre, l'ordre des lettres indique 
les signes des triangles, 
(3) rfS = NN'M''=: NON' + (N'OM'' + M"OM') + M'ON. 
Or^ en regardant comme positifs les angles décrits dans le 
sens trigonométrique, on voit que, dans le dernier membre 
de l'équation , NON' = d surf. N, M"OM' = - rf surf. M, 
N'OM'' H- .. ^ON = — cTT, puisque nous mesurons les triangles 
à partir des points de contact. On a donc la relation (2). 

Le raisonnement est le même en coordonnées rectilignes. 
Le triangle NN'M' qui, d'après nos conventions, est négatif 
dans la figure, égale — d!S en valeur absolue, et cette dernière 
valeur égale la somme algébrique de trois trapèzes : 
(4) -fl?S = N'NM'=trip.M'M''+lrap.M''N'-trap.M'N-tnp.NN'. 
De là on tire la relation (2). 




m" IV 
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3. Remarque. — Représentom par \k^ v, les angles m des 
deux secteurs M, N et du triangle T. On a entre eux la relation 

(6) V - [A -h (Ôo - 6) = o. 

En effet, supposons que les quantités écriles dans le dernier 
membre de (3) représentent non plus des surfaces, mais des 
angles de vecteurs pris dans Tordre des lettres. On sait que, 
pour toute position de hors du triangle NN'M', cette 
somme d'angles égale zéro. On a donc. 

(6) c?v — rfa — rfa = o, 
Ce qui conduit à (3), en intégrant. 

4i Corollaire I. — Si le rayon iangenliel revient à sa position 
initiale, T et Tq sont nuls et le terme T^ — T disparait dans (1). 

5. Corollaire II. — lien est de même, si on prend le point 
à rinterseciion des rayons extrêmes. 

6. Corollaire III. — Etant données deux courbes fermées, 
N, Ni , engendrées par les extrémités d'une droite mobile, constante 
ou variable, la différence algébrique des deux aires intérieures égale 
la différence S — Sj des aires balayées par les deux rayons tan^ 
gentiels MN, MN^ , déterminés par Venveloppe de la droite mobile : 

(7) S — Si = surf. N - surf. N^. 

Le signe des aires intérieures de N et N| est donné sans 
ambiguïté si on les considère chacune comme la somme algé- 
brique d'aires déterminées par un système de coordonnées 
polaires ou rectilignes prises à volonté. 

En effet, pour chacune des aires balayées, on a (4) 

(8) S = surf. N - surf. M, 

Si = surf. Ni — surf. M. 
De là on tire (7). 

7. Application. — Le corollaire II (S) donne le moyen de 
justifier Tune (*) des manières d'employer le stang-planimètre 
ouplaniniêtre'hachette. Getinstrumenlremarquable aété inventé 
par M. Prytz, capitaine d'état-major dans l'armée danoise. 

C'est une tige d'acier, recourbée à ses deux extrémités. 

' ■ — — — — — ■ 

(*) L'autre manière est expliquée dans la brochure publiée chez le 
fabricant, M. Knudsen, ingénieur-opticien, à Copenhague. M. Prytz y 
montre par le calcul le rôle du centre de gravité. Jai publié cette mé- 
thode, ayec quelques éclaircissements de détail, dansla revue scientifique 
le Cosmos du 15 décembre 1894. 
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L'une de cellee-ci formo une pointe qu'on protnèno à volonté 
sur le dessiu; l'autre se termiue par une petite hache qui 
entaille légèrement le papier, pour ne pas glisser à droite et 
à gauche de la tige. Un crayon serait dévié par les moindres 



Fig. î. 
rugosités de la feuille ou par les déclivités de la table, surtout 
quand il marche à reculons. La distance entre la pointe et le 
point d'appui de la hachette est exactement de ^6"". Je la 
représenterai par p. 

Soit maintenant à mesurer une petite surface fermée. On 
prend un point dans la régiou centrale. On le joint par 
une droite OA, au périmètre; on 
regarde alors cette figure comme 
UD secteur dont l'angle est éga^ 
à 360". Ou suit le contour de ce 
secteur, en partant do 0. Quand 
on est revenu au point de départ, 
i hachette qui avait d'abord la 
position arbitraire OB a fini par 
se placer en CD. Soient a, e 
l'arc BD et sa corde. 




Fig.l 



H les l'ayons issus de sont plus petits que ~ ou 6"°, faire 
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cherchée est sensiblement égale à fc\ et on peut se rendre compte 
graphiquement de la valeur et du sens de terreur . 

Considérons, en effet, deux positions infiniment voisines de 
la hachette OH. La limite de leurs intersections est le point 
H oh elle entaille le papier. Car, si c'était un autre point, la 
tige aurait pivoté autour de celui-ci, et la hachette se serait 
déplacée latéralement. Donc la droite OH reste tangente à la 
courbe engendrée par H. En un mot, H décrit la tractrice M 
de la courhe donnée N. On a donc, en vertu de (S), 

(9) aire N = sect. M h- sect. circulaire (OB, OD) 

= sect. M -h — • 

2 

L'expérience montre qu'avec les petites dimensions qu'on 
suppose à N, la tractrice M a la forme indiquée dans la /î^. d. 
Elle détermine une surface E au-dessus de Tare BD, et deux 
autres E', E" (ombrées) à l'intérieur. Le secteur de la tractrice 
M égale donc le secteur circulaire + E — E' — E". Et dès 
lors (*) 

(10) aire N = jtwj + E - (E' + E"). 

Avec les dimensions de la figure, l'arc a est toujours plus 
pe^it que II®. On peut donc le remplacer par sa corde c, car 
arc 1 1® — corde 1 1* = 0,191 986 — 0,191 691 = 0,000 295, 

On commet donc une erreur plus petite que 25*^™ X 0,000 3 
ou un dixième de millimètre. 

Si E = E' -h E" , on a donc 

(H) aire N = pc, 

le résultat étant exprimé en centimètres carrés, si jd et c le 
sont en centimètres. 

Si, au contraire, on a E ^îi E' -h E", la différence, très faible, 
peut être estimée à vue; c'est Terreur commise. Si, pour la 
corriger, on veut l'évaluer en centimètres carrés, je propose 
le moyen suivant. Par tâtonnement, il est facile, avec un 
grand compas, de savoir par quelle longueur p' il faut rem- 
placer p pour que E devienne égal à E' -h E". Nous avons 

(*) Dans sa brochure, M. PrytzdoQDO cette égalité sans démonstration. 
J*ai su par lui qu'il y était arrivé par des considérations assez différentes . 
Mais c'était en supposant divers postulats qui semblent difficiles à établir 
et qui sont, môme, sujets à des restrictions. 
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»/«' 



VU qu'alors le secteur de la tractrice égale ^— > et par suite 

(12) aire N = ^ + ^' = pc ± /, 

a 2 

en appelant / le irapbze sensiblement rectiligne DD'BB'. 
Il est facile d'évaluer ce trapèze en centimètres carrés. 



DERIVEE D'ORDRE n 

DES FONCTIONS DE FONCTIONS 
Par M. M. Balitrand. 

{Suitey voir p. 26.) 



Fonctions de log'x.. — Soient u — loga?, y = f{u) = f(\ogx). 
Donnons à x Taccroissement h, u prend Taccroissement 

K = log(x -t- /i) - log(a;) = log^i 4- -) 

"~ X 205* 3aj* 4»* " * ' 
et par suite 

/h ft« A» A* V 

\x 2x^ 3x^ 4a?* / 

Le coefficient de h^ dans le développement de ce polynôme 

est : 

(- 1)"^^ y î 

oli les quantités a doivent prendre toutes les valeurs entières 

et positives qui vérifient Téquation 

a. -h a. 
On a donc 

n ! flte'* ^ du w 2 1 du* -^ a^ . a, 

(- i)"+P d^ y I (~ i)^" d^ 

pi dwP -^ aj.ttj ... ttp "■ ni du 

ou d'une façon plus abrégée 



4 -r wj -f- • . • Otp =: ?l, 
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^ ^ ni dx"" ^\ p\ duP ^ a^.a^ ... ap 

avec a^ H- a, -4- . . . ap = n. 

En opérant comme on Ta fait pour les fonctions de e', on 

trouverait que l'expression de -— peut encore se mettre sous 
la forme 

dx"* i.2...n du^ 1.2. ..(n—i) c?u**~* ** du 
et que les nombres y ont pour expression générale 

Fondions de - • — Si nous donnons à x l'accroissement h, 

X 

Taccroissement correspondant K est égal à 

~~ X -h h a?"" a;aj-+-A"~ rcXa: a;* x^ '" / 
et par suite K» = -^ — ~- ( ; -H -, • . • ) 

'^ ^ xP \x X^ ÛJ' / 

Il nous reste à calculer le coefficient de A" dans le dévelop- 
pement de Kp. On voit aisément que si Ton élève le polynôme 

h h^ A» 

àiap«to>e puissance, le terme A" se retrouve autaût|de fois 
qu'il existe de solutions entières et positives de Téquation 

a^ -h a, 4- . . . ttp = n. 
Je dis que le nombre de solutions entières et positives de 
cette équation est égal à CSzJ, c'est-à-dire au nombre de com- 
binaisons simples de n — i objets pris p — i à p — i. 
En effet, on le vérifie aisément pour l'équation 

«1 4- a, = w, 
et il suffit de montrer que si cela a lieu pour l'équation 

«1 -J" CCj 4- • . • (Xp_| = 91, 

cela a encore lieu pour l'équation 

tti -+- a, -h ... ap_i -h ap = n. 
Considérons (a, + a, -+-... 4- «p-i) comme formant un 
tout, on aura alors le système de solutions 
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«p = I (a, 4- a, 4- . . . a^^i) = n — i, 

ap = 2 (a^ 4- a, 4- . . . a^«i) = n — 2. 

ap = n — p 4- I (aj 4- a, 4- ... 3t|;-i) = p — I , 

et si nous considérons les équations 

a, 4- «j 4- ... ap_i = n — I, 
«4 4- a, 4- ... ap_i = n — 2. 



tti 4- a, 4- ... (Xp^i = p — I , 

le nombre de solutions de ces équations est : 

CSI2 + ^n^3 • • • ^p-2t 

et leur somme est précisément 

GJ1I2 4- CJZ3 + . . . CpZ2 = CJZi. 

On aura donc An = ^^^''cSli, 

et par suite 

p-i 
Formule générale, — Nous allons donner maintenant l'ex- 
pression générale de An . K étant l'accroissement que prend 
la fonction u = 9(0;) , lorsqu'on donne à x Taccroissement 
h , la formule de Taylor donne 

h du ft* d^u h^ d^u 

et par suite 

Kp - (!!l— ^* ^*^ A* d'u Y 

~"\itte 1.2 dx* i.2.3dx^ '") 
le coefficient de K^ dans le développement de K^ est donc 



• • 



" ~ -2é a, ! a.! ... ttpl 
Ainsi, la formule générale est : 

n! c/a?" p=i ( p ÂÏP 2d a^! a,! . . . a^l 
avec ttj 4- a, 4- . . . «p = rj 
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Applications, -^l^ Dérivée n**'°« du quotient de deux fomiions. 

Soit y = ^^=.f{x)X ' 



cp(a;) (p(x) 

la foi mule de Leibniz donne : 

d^y • d^f I n d^'-^f 9 
dx" ~" dx^ <p I da:'*"* (te 

w(n — I . . . (n — p 4- I ) d""**/* 9 
1.2 . . . p da;'*-^ dx 

y- 

et tout revient à calculer ~ • Posons 

dxp 

u = <p(a;). 

^ u (— i)« 1 .2.3 .. . g 
On a -T—n = ::t; 

et par suite, en vertu de la formule (8), 

I ( d'^'t^ dr'<p d"^(p 

dP - q^P 



• • • 



p\ dxP ~ 2d 1 (p«+* 2d ajla,! ... oLql 

avec «1 + a, + . . . a, = p, 

ou en posant 

cT'^ d"^(p d"«(p 



... 



^pg — ^ 



aj I (Xj I ... OLql 



p\d(éP " Zà ?«+* ^' 

et par suite 

iQ\ ^"^ ^y W^^^-O -' (n--jP4-i d»-V y (~ i)q 
V^^ cte»» -" 12 . . . ;) dx^-^ ^ 9?+* «^ 

Cette forme nous parait plus simple que celle qui a été 
donnée par M. Mejer {Bulletin des sciences mathématiques ^ 
1891, page 93). 

lOURNAL DB MATH. SPÉG. — 1894. 3, 
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Dérivée n^*"** dej = e^. — En appliquant la formule (7) à 
cette fonction, on arrive à Texpression 



A 



-7-— = — ôT — i I H X H (w— i)(n— 2)a?'+. ..{, 

On peut consulter, à ce sujet, les Leçons d'Algèbre de A. Pru- 
vostetPierron et le cours de mathématiques de M. Gomberouse. 

^^— ^— ^™^— ^»— i^^-^— ^^— »^^^^— ^^— ^-^— ^^■— ^»^— ^— I -^-^-^p^^— ^-^^»»— j^»^.^— ^ 

SOMMATIONS ALGÉBRIQUES DES PUISSANCES SEMBLABLES 

DES n PREMIERS ENTIERS 
Par M. «lan Cyane^ ancien élève de TËcole Polytechnique. 

{Suite, voir page 30.) 



DEUXIÈME MÉTHODE 

De l'identité 

(31) 2n = n(n + i) — (n — i)w, 

on déduit, en faisant n = i, 2, 3, ... n et en additionnant 
par colonnes les identités obtenues multipliées par 3 : 

(32) 2.3Si = n{n ■+■ i){n + 2) - (w - i)n{n + i). 

Pour décomposer n' et obtenir S, , multiplions les termes 
de ridentité(3i)par: 

3n = i(n + 2) + 2(n — i) 
= 2(/l + i) 4- I (w — 2) . 
Nous obtenons : 

(33) 2.3.n*=n(n + i)(n+ 2) -hO — (n — 2)(n— i)n , 
et par le procédé de sommation habituel : 

(34) 2.3.4Sa=n(n4-i)(n+2)(n + 3)-(w-2)(w--i)n(n+i). 
Pour décomposer n' et obtenir Sg , on se sert de même 

des identités : 

4?i :=: I (n + 3) 4- 3 (/i — i) 

:=: 2(7i 4- 2) + 2(n — 2) 
-: 3(n + i) 4- i(n - 3) 
et l'on obtient 

( 2.3.4n«s:n(n+i)(n4-2)(n4-3)4-3(n-i)n(n4-i)(n4-2) 
(^S) I -3(n-2)(n-i)w(n4-i)-(?î-3)(n-2)(w-i)n 

et 

/QA\ i 2.3.4.5.S8 = n(n4- i)...(n 4-4)4-3(11 - i)...(n4-3) 

^^^^ -3(n-2)...(w4-2)-(n- 3)...(w4- i). 
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On calculerait ainsi de proche en proche les expressions de 
nP et de S^ . 

Formules générales. — On voit aisément qu'on obtient, en 
général : 

(p + i)!nP = n{n -f- i){n -h 2)...(n H- p) 
4- Rp,j(n - i)n...(n 4- jo — i) 

(37) { H- Rp„(n — 2)(n — i)...(n -hp — 2) -*- ... 

-H Rp,p(w — p -h i)(n — jo -h 2)...(n 4- i) 
-h Rp,p+i(n — p){n — p + i) ...n. 

(p -4- 2)!Sp = n{n 4- i)(n 4- 2)...(n -h p 4- i) 
4- Rp,2(n - i)n...(n4-p) 

(38) { 4- Rj„8(n — 2)(n — i),..(n -h p — i) 4- ... 

4- Rp,p(n — p -h i)(n — p 4- 2)...(n 4- 2) 
4- Rp,p+i(n — jo)(n — p -{- i)...(n 4- i). 

Propriétés des coefflcienls, — On trouve, par les mêmes moyens 
que dans la première méthode : 

Rp j = I Rp,p+i = — I 

Rp,qf = — Rp,p-.q,-f.a 
(39) Rp,^ =. q^p-uq -h {p - q + 2) Rp-i,q-t 



(40) 
(41) 



Rp,, = qP^ C^+2(^ - i)'' 4- G^2^g - 2)^ - . . . 

=bCï^i2P4:CS|iP 

^P,q= - (p- q -^ 2)^ 4- Cj+2 (p - ^ 4- if 

- Gl+2{P -#+... ± Gj:p22'' q: CÇ:3+^I'' 
Toutes ces formules sont analogues à celles des coefficients 
Ap. Les coefficients Rp^g satisfont d'ailleurs à la même rela- 
tion linéaire de récurrence que les coefficients Ap,^. 

Réduclion à la première méthode. — En partant de l'identité 
(17) par exemple, il suffit de la multiplier par p 4- i et d'y 

remplacer ; 

(jo 4- i) X n{n 4- i) ... (n 4- p — i), 

par n{n 4- i) ... (n 4- p) — (n — i)n ... (n 4- /) 4- i); 

et (jo 4- i) X (n — i)n ... {n + p — 2); 

par (n— i)w...(nH-jo — i) — (n — 2)(/i — i) ... (n 4-/) — 2); 
etc. 

En additionnant deux à deux les termes semblables, on 
retrouve l'ideutité (37). On en conclut la relation 

(42) ^p^q = Ap,, - Ap,,_i. 
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Généralisation de la deuxième méthode, — On peut transfor- 
mer, à leur tour, les identités (37) et (38) en décomposant 
encore les factorielles du second membre en une différence de 
deux faclorielles du degré entier supérieur. 

En répétant plusieurs fois ce procédé de transformation, on 
obtient toute une série de formules pour riP et Sp . Les coeffi- 
cients sont égaux aux différences des coefficients consécutifs 
de la précédente. 

Cas particulier. — Si, par exemple, Ton transforme (m — i) 

fois la formule 

2n = n{n -h i) — (n — i)n, 

on trouve des coefficients de signes alternés, mais égaux en 

valeur absolue à ceux de la m® puissance du binôme, et Ton a 

(m -h i)In = n(n-4- i)(n-+-2)...(w4-m) 

(43) l ""^l»(^"" i)^-^+(^— 0-+-Cm(^— 2)(n— i)...(n+wi— 2)... 
^ ±C;î~*(w— m-hi)(n— m4-2)... (n+i) 

=pCjJ(w— m)(n— m4-i).../i. 

On trouverait pour w% n', ... des identités analogues, 

TROISIÈME MÉTHODE 

On peut mettre nf sous la forme : 

w?z=Up,o(w— 0(^— 2)...(n — jo) 

(44) { -+-Up,i(n- i)(n-2)...(w -p-h i)" 

^ 4- Up,2(w— l)(^ + 2)...(W — p 4- 2) -h ... 

+ Vp,p-2{n - \)[n - 2) -f- Up,p^i(n - i) -h Up,p. 
Les coefficients U sont tous entiers et positifs. 

Démomtralion successive. — On a d'abord 

ws: (n — i) -H i. 
Multiplions chacun des termes par w, ou par une expression 

identique : 

w ^ (n — 2) + 2 

s: (w — i) -♦- I. 
Nous aurons, par la réunion des termes semblables, 

n« = (n — i)(n — 2) 4- 3 (/i — i) H- I. 
Multiplions les termes de celte nouvelle dentité par n, ou 
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par ses expressions identiques suivantes : 

ns: (n — 3) + 3 
s: (w — 2) 4- 2 
s (w — i) -f- I. 
Nous aurons encore par la réunion des termes semblables 
n« = (n— î)(n— 2)(n — 3) -h 6{n — i)(w — 2) 4- 7^/1 — i) h- i. 
Et ainsi de suite pour les autres puissances de n. 
En général, si l'on a l'identité : 
/i*^* = Hp-ifi {n — i){n — 2) ... (n — jo + i) 

+ Vp^^,^{n — 1) ... (n — p -*- 2) H- ... 
+ Up_,,,_i(n - i) ... {n - p -h q) 
H- Up_i,q(n — I) ... (n — p -h y -H i) -H ..., 
on en multiplie chaque terme respectivement par n ou par 
ses expressions identiques suivantes 
n^{n-h p) — p^:{n-h p— i) — (p — i)s:... 

s (n-;) + 5'- i) 4- (jo- g -h i) =: (n - p H-g) + (p-g) = ... 
On obtient ainsi 
nP = \Jp^ifi{n — i){n — 2) ... (w — p) 

+ fUp«4,i -h pl!,^pfi]{n - i) ... (n - p 4- i) 4- ... 
4- [Up_i^q_i 4- ...]{n — i) ... (n — p 4- 5^ — i) 

4- [Up_i,, 4- (p - Ç' 4- 1 ) Up-i,^_i] (71 - l) ... (n - p 4- ?) 4- ... 

Gela démontre TiJentité générale (44), en posant : 
(45) Up,, = Up_i,, 4- (p - ï 4- i)Up-i,,-i- 

Expression de Sp. — Dans l'idenlité (44), faisons successi- 
vement w = I, 2, 3, ..., n. En additionnant les termes par 
colonnes, nous obtenons 

w(/i-i)...(/i-p) n(y^-I)...(y^-j0 4-I) 

On— Up n r Up 1 

^ ^' P 4- I P 

/jtA» ; _.TT n{n'-i)...{n-p-h2 ) , n(n-i)(n~2) 
(4b) ^ 4-Up,2 — ^ h...4-Upj,_2 ^ 

w(n— i) n 

-f- Up,p-.i h Up,p- . 

Autres expressions de hp et de Sp. — En remplaçant p par 
(p — i) dans l'identité (44) et en multipliant les termes par 
w, on trouve : 



62 JOURNAL DK MÀTHÉMÀTIQUI8 SPÉCIALES 

!n^=Up-.i,ow(n— i)...(n— p-i-i)H-Up_i,iw(ii— i)...(n— /)-4-2) 
-l-Up_i,2n(n-i)...(n-j54-3)-h...+Up.i,p-3w(n— i(n— 2) 
4- Up_i,p_2n (n — I ) + Up_i,p -in. 
Dans cette nouvelle identité , faisons successivement 
n = I, 2, 3, ...,n; puis, additionnons les termes par colonnes, 
nous obtenons 

Sp=Up-i,o ^^qjj +Up_M 

(n-n)n...(yi-jp-h3) , 

-r Up_i,2 h ... 

(«-4- i)w(w4- i)(n— 2) 

H- Up_i,p_3 

4 

4- Up_i,p_2 5 h Up_i,p_i • 



(48) 



CALCUL DES COEFFICIENTS U 

À l'aide de la relation (45) et de la donnée Up^o =1» on 
calcule aisément les coefiicienls U, de proche en proche. En 
voici le tableau pour les dix premières puissances de n. 



p=l 




1 
















2 




3 


1 














3 




6 


7 


1 












4 




10 


25 


15 


1 










5 




15 


65 


90 


31 


1 








6 




21 


140 


350 


301 


63 


1 






7 




28 


266 


1050 


1701 


966 


127 


1 




8 




36 


462 


2646 


69àl 


7770 


3025 


255 


1 


9 




45 


750 


5880 


22827 


42525 


34105 


9330 


511 


10 




55 


1155 


11880 


63987 


179487 


246730 


145750 


28501 



1 



PROPRIÉTÉS DES COEFFICIENTS U 

Dans la relation : 

(4S) Up,, = Up.i,, + (/) - ?)U^_i,,-i, 

faisons 9=1; nous aurons 

Up,i = Up«,,i 4- p. 

Donc Up,, = j:p=.PJt±jl. 

2 
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Dans la même relation, faisons 9 = 2; nous avons 

Up,2 = Up_,,2 + (/> - I) X ^l^iJ}2. 

Donc 
U _ 3; (P - ')'/> ^ y (P - 2)(p - i)p I y (P - QP 

'^^ 2 2 2 

^ (/) - 2)(p - l)jO(p -h l) ^ (p- l)p{p -h l) 

2.4 2.3 

I .2.3.4 
Faisons g = 3 : 

Up,3 =Up_i,3 4- (P - 2) Up_i,2 = 2(P - 2) Up_i,2 

_ (p-4)(P-3)()p(p4-i) ^ (p-3)()p(p-4-i) ^ (p-2)()p(p-n) 
2.4.6 3.4 2.3.4 

(P - 2)*(p - l)'p(p 4- 1) 

2.4.6 
En général, Up,, est un polynôme ea p de degré 2q qui 
est divisible par 

(P - ? + 0(P - ? + 2)( )p(p + i). 

Autre expression de Up,^. — Rangeons les termes de la for- 
mule (44) en ordre inverse ; nous avons 

l nP=Vp,o 4-Vp,i (n- i)-4-Vp,2(w- i)(n-2)4- . . . 

(49) +Vp,,(n-î)(n-2)()(n-^)+... 

( -HVp,p_i(n-i)()(n-p-hi)-4-Vp,p(n-i)()(n-p), 

en posant Vp,, = Up,p_^ ou ^p,p^ = Up,g. 
On tire, de là, la relation 

(50) Vp,, = (9 -h i)Vp_i,, + Vp«,,,_i. 

D'où Ton déduit de proche en proche, en faisant successi- 
vement q = 1,2,3... 

(81) Up,p_g = Vp,g 

Çl "^^^ ' l' 1.2 I.2...(Ç— l) 

En changeant q en (p — î), on obtient : 
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~(p-q)i ±C|I|-Vq:(^i'-J 

Remarque. — On arrive à la même formule (51) en faisant 
successivement n = i, 2, 3,... dans l'identité (49). 

OBSERVATION GÉNÉRALE 

Toutes ces formules (18), (38), (44), (48) qui donnent des 
expressions générales de S^, conduisent à des calculs divers 
des nombres de Bernoulli. 



NOTE 

SUR QUELQUES COURBES DP:RIVÉES DE L'hYPOCYGLOÏDE 

A QUATRE REBROUSSEMENTS 
Par M. K.-IV. BariNien. 



1® Développantes de rhypocycloïde à quatre rebroussements. 
L*équation de Thypocycloïde étant 

a3 4- y3 = a3, 
on sait que les coordonnées de l'un de ses points M s'écrivent 

(1) X = a cos'f, 

(2) y =-a 8in« 9, 

et que 9 est l'gingle que fait la tangente en M avec Taxe 

des X. 

D'autre part, Tare AM de 
la courbe, entre le point M 
et le point de rebroussement 
A situé sur l'axe des x a 
pour expression 

arc AM = — sin' 9. 
2 

Soit maintenant P un 

point d'une développante de 

la courbe. Ce point P est situé sur la tangente en M, et 
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la longueur MP doit être égale à Tare AM augmenté d'une 
longueur constante b; de sorte que 

(3) MP — arc AM -h 6 = — sin» (p H- 6 . 

Si X , Y désignent les coordonnées du point P , on a 

X — a? = MP cos 9, 

Y — y = MP sin 9, 
et, en y remplaçant x, y et MP par leurs valeurs (1), (2) et 
(3), on trouve 

(4) X = a cos' cp H cos ç sin* cp 4- 6 cos 9, 

(5) Y = — sin' <p + 6 sin <p. 

2 

En posant tg — = ^, on verrait que les développantes de 

rhypocjcloïde à quatre rebroussements sont des courbes 
unicarsales. 

Aire des développantes. — L'aire U a pour expression 
c'est-à-dire 

« « 1C 

u = 4 6* / sin" (pticp -h 2ab 1 sin*^dp h / sin'çrff 

Or, on sait que 

On trouve donc pour U 

(6) U = ^(326* + 4&ab -4- i5a«). 

Si 6 est négatif, l'aire de la développante, que l'on peut 
alors appeler développante négative, a pour expression 

(7) U' = r^(326« ^ 48a6 -h i5a»). 

U' semble donc s'annuler si 

326» - 4806 + i5a* = G. 
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En réalité, lorsque 



\/i 



ou 6 = 



6 - t/e 



8 8 

Taire de la développante (7) est telle que Taire des deux 
boucles ombrées (fig. 2) forme une somme équivalente à Taire 
de la partie de la courbe non ombrée. 
Lorsque 6 = o, on trouve 

^ u = 




i57ua' 



X 



33 

Si 6 = a, alors 

oSTua* • 
U = ^ — , 



D' = 



32 

32 
Fig. ^. et U 4- U' = 37CO». 

2® Courbes parallèles à Chypocydoïde à quatre rehrottssemmts. — 
Si k est la longueur constante prise sur chaque normale à 
Thypocycloïde, à partir de son point d'incidence, on a pour 
les coordonnées des extrémités de la normale en M 

X — a? = ±: A sin cp, 

Y ^ y = ±. k cos <p, 
de sorte que les cordonnées X et Y sont, en fonction de ^, 

(8) X = a cos' cp ± A sin <p, 

(9) Y = — a sin' 9 ± A cos 9. 

Aire des courbes parallèles, — En appliquant à la recherche 
de Taire de ces courbes le même procédé que pour les déve- 
loppantes, on trouve pour les aires V et V' de chacune des 
courbes parallèles obtenues en prenant le signe + et — : 



(10) 

(11) 



TU 



V = -(3a» + W) - ^aky 



7C 



V = - (3a' + 8fc>) + ^ak 

o 



Lorsque V = o, c'est-à-dire lorsque 



20 



* = 



/ 37C' 



li 



la courbe parallèle correspondante affecte la forme de la 
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figure 2, et la boucle intérieure est équivalente à la somme 
des deux boucles extérieures. 

Arc des courbes parallèles. — La différentielle de l'arc de cha- 
cune des courbes parallèles est cfe=(3asin<p cos(p±:A)d9, 
et leur arc total a pour expression S = 6a ± 2k-K, 

3^ Courbes lieu des exlrémités des segments de longueur con^- 
stanlCy portés sur les tangentes à rhypocycloïde à quatre rebrous- 
sementSy à partir du point de contact. 

Soit h la longueur de ce segment, on trouve pour les coor- 
données du lieu des extrémités de ce segment 

X = a ces* <p ± A cos 9, 
Y = — .a sin' 9 ± ^ sin 9. 

Aire de cette courbe. — Les deux courbes (suivant que Ton 
prend le signe •+• ou le signe — ) ont même aire. On trouve 
pour leur valeur commune 

(12) w = |(3a>- 8^«), 

o 



r /3 

I de sorte que si yi = a i/ — > 



la courbe affectera la forme de la figure 3, et la boucle inté- 
rieure est équivalente à la somme des deux boucles exté- 
rieures. 
On peut encore observer que si Ton suppose 

2a 
h = k = — > 

on a V = W ; 

2a 
et que si h = k = » 

on a V = W. "" 

c — ■ • , ■ ■ 

ESSAI HISTORIQUE 

SUR LA THÉORIE DES ÉQUATIONS 

Par H. Anbry. 

(Suite f voir pagpe 36.) 



Jusqu'au commencement de ce siècle, la nature des imagi- 
naires était restée entourée d'une profonde obscurité qu'on 
n'avait guère cherché à dissiper malgré les services impor- 



• • 



• • 
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tants qae ce g^enre singulier d'expressions avait déjà rendus 
(note X). Cardan avait essayé de les expliquer analytiquement 
et Wallis tenté de les construire géométriquement, mais sans 
succès. Ëuler avait remarqué dans son Algebra (Pétersbourg, 
1768) que l'imaginaire i (*) participe de la nature des expo^ 

sants, en ce que — î = -7 ; que la vraie mesure des imagi- 

n aires com plexes telles que a h- bi est la quantité réelle 
y/a» 4- 6» ; et que les quantités réelles ne forment qu'un cas 
très particulier des quantités algébriques prises dans leur 
plus grande généralité, comme en témoigne le tableau suivant : 

. . .,— 3-»- 3f, — 2 4- 3i,— I + 3i, 3ij i -4- 3i, 2-i-3t, 3-*-3i,. . . 

. . . ,— 3 -4- 2f, — a 4- 2/,— I -f- 22, 2i, I 4- 2t, 2 4- 2t, 3 4- 21, . . . 

...,— 3 4- t, — 2 4- i,— I 4- if if 14- i, 2 4- t,3 4- i, 

. • . , ^"^ J , ■"* 2 , ■■— I ,0,1 9^ 9 ^ t 

""" *, ~~ 2 "^ », "~" I ""• », ""•■, I — ^ *, 2 "~- •, ^~ », . • ■ 
.. .,— 3 — 21, —2 — 2î,— I — 21, — 2i,I — 2t, 2— 21,3 — 21,. . . 

Il restait peu à faire pour arriver à la représentation géo- 
métrique des imaginaires. Cette découverte parut pour la 
première fois dans un opuscule d'Argand sur une nouvelle 
manière de représenter les imaginaires dans les comU^uctions 
(Paris, 1806). L'auteur émet ce principe que le signe i est 
celui de la perpendicularité, de sorte qu'ajouter une imagi- 
naire bi à une longueur Téelle a consiste à élever à l'extré- 
mité de a la perpendiculaire b ; puis, à achever le triangle 
rectangle, dont l'hypoténuse représente l'expression a -^ bi. 
On peut donc additionner dans deux sens; dans le sens habituel, 

de gauche à droite, on se servira des signes habituels 4 ; 

dans le sens perpendiculaire, on prendra des signes nouveaux, 
par exemple ^ — » et ^ . De là, l'explication des opérations 
exécutées sur les inïaginaires : Taddition, la multiplication, 
l'élévation aux puissances, et les opérations inverses, les pro- 
priétés des modules, la résolution des équations binômes et la 
démonstration du théorème de d'Alembert, étendue même 
aux équations à coefficients imaginaires, qui apparaissent pour 

(*) Ce symbole a été proposé par Gauss f /^i^^. ariih.), nous l'emploierons 
désormais. 
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la première fois (*). Cette interprétation géométrique a été 
également donnée par Bué dans les PhiL trans, de la même 
année (note XI). 

L'emploi de la méthode des différences a élé indiqué par 
Kramp dans ses Éléments (T arithmétique universelle (Cologne, 
1886) pour la résolution des équations numériques, d'une 
manière plus simple que celle qui est enseignée aujourd'hui 
(note XII). II enseignait du reste cette méthode depuis fort 
longtemps. 

La démonstration d'Argand du théorème de d'Âlembert a 
été reproduite analytiquement par Legendre dans la seconde 
édition de sa Théorie des nombres (Paris, 1808). C'est de là 
qu'est parti Cauchy pour sa célèbre démonstration du même 
théorème, donnée par lui dans son Analyse algébrique (Paris, 
iSi\) et ses Exercices de mathém^iques (tome IV, 1829j. On 
doit aussi à Legendre {Supplément à la théorie des nombres, 
Paris, 1816), une élégante méthode de résolution des équa- 
tions au moyen de la considération de certaines fonctions 
qu'il appelle omales (note XIII) ; elle a été reprise et simpli- 
fiée par Cauchy (Anal. alg.). 

A partir de là, la théorie dont nous essayons de retracer 
l'histoire s'est de plus en plus élevée; et il serait difficile — 
et même peu utile dans un travail tel que le nôtre qui ne 
s'adresse qu'à la généralité — de mentionner, môme par 
groupements, les travaux de ce siècle sur cette branche de 
la science. Nous nous contenterons d'indiquer les plus sim- 
ples et les plus immédiatement utiles. 

C'est à Cauchy qu'on doit, en grande partie, d'avoir provo- 
qué ce mouvement par une foule de considérations nouvelles. 
Dès 1813, il avait donné un opuscule oh l'on voit le moyen de 
déterminer le nombre des racines positives et des négatives. 
Il a repris son procédé en 18iS dans le Journal deV Ecole poly- 
technique. Dans son Analyse algébrique, il a montré le moyen 
de déterminer la plus petite différence de deux racines par le 
calcul du terme connu de l'équation aux différences. On a de 
lui un grand nombre de procédés de résolution des équations 

(*) La plupart de ces résultats étaient connus, paralt-il, dès 1786, d*un 
certain Truel, du Havre. Ce renseignement est dû à Caucby. 
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et d'élimination, particulièrement dans les Comptes rendus, 
mais il a surtout rendu un grand service à la science par son 
célèbre théorème concernant les racines comprises dans un 
contour fermé, donné pour la première fuis dans un mémoire 
présenté à l'Académie de Turin, en 1831. 

Bérard (Nouvelle Méthode pou?' la résolution des équationsy 
Nimes, 1818), a proposé pour cet objet de trouver d'abord une 
limite inférieure l^ des racines positives; prendre la trans- 
formée en ^1 -+- /i , dont on cherchera la limite inférieure /, 
des racines; prendre la transformée en ^^ -h /,, et ainsi de 
suite. On peut accélérer la marche en prenant au lieu des 
nombres Z^, l^, ... des nombres un peu plus grands: il 
pourra se faire qu'on dépasse la racine cherchée, mais on en 
sera averti par la perte d'une ou plusieurs variations. On peut 
aussi esquisser la courbe représentative en en calculant 
quelques ordonnées de loin en loin, ce qui détermine les pre- 
mières approximations et les régions douteuses pour lesquelles 
on refera une construction plus soignée en exagérant les 
ordonnées dans un môme rapport. (A suivre.) 

I . ■■■■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ I ■ ■■I. ■ . . ■ ■ ,. 1 ■ -- - — — fc 

VARIÉTÉS 
UN FUTUR CONGRÈS MATHÉMATIQUE 

par M. Ijaisant {*]• 



... Dans cet ordre d'idées, il me sera peut-être permis> en terminant, et 
à titre d^opinion personnelle, d'émettre un regpret et un vœu. A notre 
époque de communications rapides et faciles, nous voyons chaque année, 
tantôt sur un point du globe, tantôt sur un autre, des congrès interna- 
tionaux s^assemblerpour s*occuper de telle ou telle branche des connais- 
sances humaines. Médecins, naturalistes, économistes, électriciens, 
chimistes, etc., se sont ainsi fréquemment réunis. N*est-il pas fâcheux 
que la science mathématique paraisse seule rester en dehors, ou à peu 
près, de ce mouvement général? Et n'y aurait-il pas un grand intérêt, au 
contraire, à pouvoir grouper des représentants de la science, de temps en 
temps, dans de grandes assises où ils viendraient, non pas faire des com- 



(*) Dans cette page^ M. Laisant exprime un vœu auquel s'associeront 
tous ceux qui portent intérêt à la science ; pour ce motif nous avons tenu à 
la mettre sous les yeux de nos lecteurs. Nous l'avons empruntée à la 
communication faite,par lui et par M. Humbert, au trente-deuxième congrès 
des Sociétés savantes (Voir le Journal officiel du 31 mars dernier). G. L. 
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munications spéciales, mais présenter un aperça des progrès réalisés et 
des découvertes importantes faites dans les divers pays? 

Le conr^rès de bibliographie mathématique de 1889 a été Tune des rares 
exceptions qu'on puisse citer. La commission permanente, d'après les 
décisions de ce congrès, a la faculté de provoquer, si elle le juge utile, 
de nouvelles réunions analogues. J'exprime le vœu, pour mon compte, 
que les circonstances lui permettent d'user un jour de cette faculté, et 
que de grands congrès internationaux, élargissant le cadre primitif, 
puissent venir s'occuper, non plus seulement de la bibliographie, mais de 
la science mathématique dans son ensemble. Les méthodes et renseigne- 
ment à ses divers degrés en profiteront assurément, et on aura, de plus, 
facilité les recherches des travailleurs en rapprochant les uns des autres 
des hommes qu'anime une égale passion pour la découverte de la vérité. 



A propos de ces Congrès mathématiques internationauXf dans un supplé- 
ment du dernier numéro de Vlntennédiaire, MM. Laissant et Lemoine 
donnaient les renseignements suivants sur Tètat actuel d'un projet dont 
la réalisation, pour le plus grand bien de la science, se poursuit actuelle- 
ment dans toute l'Europe. 

< Les adhésions & cette idée, dont nous avons été simplement Técho, 
sont très nombreuses, tant en France qu'à l'étranger. Nous mentionnons 
seulement ces adhésions au lieu de les publier, parce que nous tenons à 
bien accentuer notre rôle dans la préparation éventuelle des Congrès ; 
nous n'avons pas la prétention d'être les organisateurs en quoi que ce soit, 
ni de faire appel aux mathématiciens du monde entier; ils auront à 
répondre à des voix plus autorisées que les nôtres. Nous restons encore 
strictement dans ce rôle dHntermédiaires que nous avons essayé entre les 
mathématiciens, et nous le remplirons avec zèle tant que rien d'offîciel 
n'aura été constitué en France; alors nous disparaîtrons. 

MM. Gauthier- Yillars ont bien voulu nous promettre leur concours 
provisoire pour didaser, en les ajoutant à notre journal, et en les encar> 
tant dans les journaux qu'ils éditent, les documents qui intéresseraient 
la période anonyme de l'idée des Congrès internationaux, et tous les amis 
de la Mathématique les remercieront de cette aide efficace. 

M. le professeur Vassilief, à Kasan, compte réunir en 1896 un assez 
grand nombre de mathématiciens, et a l'iotention de profiter de cette 
circonstance pour proposer définitivement l'organisation des Congrès 
internationaux. 

Ce projet vient de faire un pas décisif en Allemagne où il entre dans la 
période officielle. La Deutsche Mathematilcer'Vereinigungf on une réunion 
de ses membres tenue à Vienne à la un de septembre, a résolu à Vunani- 
mité de prendre part aux Congrès internationaux à organiser et a donné 
à son comité la mission de faire ce qui sera nécessaire pour cela. Voici 
la traduction de ce document : 

c En ce qui concerne les Congrès internationaux futurs, VUnion mathé* 
9 matique décide en principe qu'elle y participera et charge son Comité 
» de prendre à ce sujet les mesures qui paraissent nécessaires. Elle laisse 
T> à chacun de ses membres entière liberté, en particulier, considérant 
» seulement comme essentiel que la Société, dans cette importante occa- 
» sion, soit assurée d'avoir la place qui lui convient. » 

D'un autre côté la section de Mathématiques au Congrès de l'Association 
française pour l'avancement des Sciences, tenu à Caen (août 1894), a émis 
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à co sujet (également à runanimité) un tœu entièrement fayorable ; on 
voit donc que Tidée fait son chemin ; en attendant une organisation effec- 
tive en France, nous continuerons à recevoir, pour ies grouper et les 
remettre à qui il appartiendra, les adhésions de principe que Ton voudra 
bien nous envoyer, et aussi les avis et les conseils qui nous seraient 
transmis. » 



QUESTIONS PROPOSÉES 



424. — Si, dans un polynôme entier en x, les exposants de 

X ne sont pas tous des multiples de p, il en sera de même 

pour la puissance jp'*"® de ce polynôme. 

(H. Dellac.) 

425. — On considère un point M, sur une ellipse E. La 
parallèle au petit axe, menée par M, rencontre le cercle prin- 
cipal en M'. On joint le centre de Tellipse E à M'; la 
droite OM'. coupe l'ellipse en N. Montrer que si ON = d, 
le rayon de courbure de l'ellipse en M est donné par l'ex- 
pression 

a, b désignant les demi-axes de Tellipse. 

(Tzitzéica.) 

426. — Le lieu des centres des cercles tangents à une 
cubique circulaire unicursaie et passant par son point double 
est une parabole. (Cazamian.) 

427. — Le lieu des centres des cercles tangents à une 
cyclique (quartique bicirculaire) unicursaie et passant par le 
point double est une conique. Cette conique est un cercle si 
la cyclique est un limaçon de Pascal. (Cazamian.) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR LE LIMAÇON DE PASCAL 

ET SUR LE DEPLACEMENT d'UN ANGLE DE GRANDEUR 

CONSTANTE DANS SON PLAN 
Par M. Balitrand* 



Considérons un cercle fixe G et un point fixe 0; menons 
la tangente au cercle A au point M^ et abaissons du point 
une perpendiculaire OM sur cette tangente. Le lieu du 
point M est un lima- 
çon de Pascal, po- 
daire du cercle G par 
rapport au point 0. 
Le point Mi, diamé- 
tralement opposé au 
point Ml surle cercle 
G, donne un second 
point M' sur la 
droite OM. 

Le segment MM' 
conserve une lon- 
gueur constante pour 
tous les points du li- 
maçon. Gette lon- 
gueur est égale au 
diamètre du cercle G. 

Un point quel- 
conque du segment MM' décrit un limaçon do Pascal. 

La propriété est évidente géométriquement ; elle ne Test 
pas moins, analytiquement. En effet, désignons par a le 
rayon du cercle G et posons OC = 6; Téquation du limaçon 

est : , 

p = a + C08 (I) 

et l'équation du lieu décrit par un point quelconque Q de 

MM' est: ^^ , 

P = a — K 4- ocoso). 

Nous allons démontrer qu'un point quelconque P, inva- 
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riablement lié à la droite MM', décrit également uq limaço^n 
de Pascal. 

En effet, abaissons, du point P, une perpendiculaire PQ 
sur MM'; la longueur PQ est constante, et le lieu du point P 
peut se définir de la façon suivante : 

Sur les pe7yendiculaires aux rayons vecteurs d*un limaçon de 
Pascal issus du point double, on porte une longueur constante; les 
points aijisi obtenus se trouvent sur un autre limaçon de Pascal. 

Pour le démontrer, menons par le point P une parallèle 
au segment MM' et abaissons du point une perpendicu- 
laire OQi sur cette parallèle. Le lieu du point Q^ est un 
cercle ayant pour centre le point 0, puisque PQ a une 
longueur constante, et l'on peut dire alors : 

Le lieu du point P est le lieu du sommet d'un angle droit dont 
h's côtés sont respectivement tangents à deux cercles, c'est-à-dire 
un limaçon de Pascal. 

Revenons au segment MM' et considérons une position 
infiniment voisine de ce segment. On sait que le déplacement 
peut être obtenu par le glissement d'un plan mobile 7t sur 
un plan fixe tt', et que dans ce déplacement les normales 
aux trajectoires de tous les points du plan mobile passent j)ar 
un même point I, appelé centre instantané de rotation. Or 
les normales aux trajectoires des points M et M' s'obtiennent 
enjoignant ces points aux milieux des droites OMi, OMi. Le 
point N, milieu de MM', se trouve sur le cercle décrit sur 
OC comme diamètre et la normale à ce cercle au ^Doint N 
passe par le milieu de OU. Les trois normales se coupent au 
centre instantané de rotation I, et la droite 10 n'est 
autre chose que la normale à la trajectoire du point 0, c'est- 
à-dire quelle est perpendiculaire à la droite IMM'. Il nous 
suffit alors de prolonger le diamètre MiWi pour obtenir le 
rectangle lOMM^. 

Si l'on considère maintenant le centre instantané de rota- 
tion I, on voit que dans le plan fixe le lieu de ce point est 
le cercle décrit sur NI comme diamètre, et que dans le plan 
mobile le lieu de ce point est le cercle de rayon NI; par 
conséquent, le déplacement du segment MM' peut être obtenu 
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par le roulement d'un cercle de rayon b, appelé roulette, sur 
un cercle de rayon — appelé base de la roulette. D'oîi ce théo- 



2 



rètne : 



Si un cercle de rayon b roule sans glisser sur un cercle de 
rayon — > un point quelconque du plan de cercle mobile, invaria- 

blement lié à ce cercle, décrit un limaçon de Pascal. 

On a vu précédemment que le point est le point oU la 
droite M\L' touche son enveloppe. On sait, d'autre part, que 
dans le glissement d'un plan mobile 77 sur un plan fixe 77', 
les centres de courbure des courbes enveloppes de toutes les 
droites du plan de la figure mobile, pour une position quel- 
conque de cette figure, sont sur un cercle appelé cercle des 
centres, tangent à la base de la roulette au centre instantané 
de rotation I (*). 

Il en résulte que daas le cas qui nous occupe, le cercle des 
centres passe par le point I ; et par suite coïncide avec la base 
de la roulette, c'est-à-dire avec le cercle lONG. 

La connaissance du cercle des centres permet de résoudre 
les questions relatives à la courbure des trajectoires des 
points du plan mobile. (/. S,, 1892, p. 160). Elle fournit aussi 
la détermination du cercle des inflexions, et de la conique do 
Rivais relative à la droite MM' (/. S., 1892, p. 123 et 124). 
En effet, nous connaissons le centre de courbure de la trajec- 
toire du point N, milieu de MM', c'est le point R, milieu de 
OC ; nous savons que la conique de Rivais est osculée en I 
par le cercle des centres et qu'elle passe par le point de ren- 
contre de ce cercle et de la parallèle menée par I à MM' 
(/. S. y 1892. p. 124) ; ce qui suffit pour sa détermination. 

Nous avons vu que le déplacement du segment MM' pou- 
vait ôtie obtenu par le roulement d'un cercle de rayon b, sur 

(*) Cette circonférence p. ut encore se définir comme le lieu des centres 
de courbure des lignes décrites simultanément par les points de l'infini 
du plan mobile. 

Voir : Mannheim {Géométrie descriptive de l'Ecole polytechnique, édition 
de 1880, page 196); 

Dewulf : Sur une transformation géométrique générale (Annotes de 
V École normale supérieure). 
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un cercle de rayon — > ou par le déplacement d'un angle 

droit dont les côtés restent tangents à deux cercles fixes. Pre- 
dons plus généralement le déplacement d'un angle de gran- 
deur constante AMA' dont les côtés enveloppent deux 
cercles fixes G et C Le centre instantané de rotation est en 
I, poiut de rencontre des droites CA, C A' et le lieu du point 
I dans le plan fixe est le cercle ICC. Menons CI', GT 




respectivement parallèles à MA, MA'. Le point V est diamé- 
tralement opposé au point I sur le cercle IGG' et dans le 
plan mobile le lieu du centre instantané de rotation est le 
cercle de centre F cl de rayon H'. 
On se trouve donc ramené au roulement d'un cercle de 

r 

rayon b, sur un cercle de rayon —; c'est-à-dire au cas pré- 

cèdent. Un point quelconque du plan décrit un limaçon de 
Pascal. Le cercle des centres est le cercle ICG' et le cercle 
des inflexions le cercle symétrique par rapport à la tangenle 
au point I. 
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La détermination des points qui décrivent les cardioïdes 
résulte de ce qui suit : 

On voit sans difficulté que le segment MF a une grandeur 
constante ainsi que les angles ÂMF, A'MF. Soit K le point 
où la droite MI' rencontre de nouveau le cercle ICC; l'angle 
CFK est constant, donc le point K est fixe. Il en résulte 
que le lieu du point M peut être défini comme une conchoïde 
du cercle C. On retrouve ainsi que le lieu de ce point est 
un limaçon de Pascal. Pour que ce limaçon dégénère en une 
cardioïde, ilfautquft MF soit égal au diamètre du cercle ICC. 

Théorème. — Le lieu des points qui décrivent des cardioïdes 
est le cercle de centre I et de rayon IF. 

Considérons une droite PQ invariablement liée à l'angle 
AMA.'. Le point où elle touche son enveloppe s'obtient en 
abaissant du centre instantané de rotation I une perpendicu- 
laire sur cette droite. Soit IJ cette perpendiculaire. Le centre 
de courbure de l'enveloppe de la droite esta l'intersection F 
de IJ et du cercle ICC. Joignons FJ', l'angle FJ'K est 
constant et, puisque le point C est fixe, il en est de même 
du point J', donc l'enveloppe de la droite PQ est un cercle 
ayant pour centre le point J'. 

Théorème. — Dans le déplacement d'un angle de grandeur 
constante dont les côtés restent respectivement tangents à deux 
cercles G et G', une droite quelconque enveloppe un cercle. Les 
centres de ces cercles so7it sur le cercle ICC. 

■■ ■ ■ I I ■ I ■» ■ ■ ■ ^i^^»^^^^i^^^»^^»^^i^^— ■■■■»■ Il ■■ I» ■■ ■ - ■ I ^^^^l^—— ^^— ■^— — ^M^— ^»^.^^^M^^^»^.^i^^—— ^^^^^i^ 

GÉNÉRALISATION 

DES THEOREMES DE DESARGUES ET DE STURM 
Par W* Veuve F. Prime. 



1. Desargues a démontré que le faisceau ponctuel des 
coni(iues circonscrites au quadrilatère ABCD détermine une 
involution sur une droite quelconque de son plan. Nous nous 
proposons de généraliser ce théorème ainsi que le théorème 
corrélatif de Sturm relatif au faisceau tangentiel des coniques 
inscrites dans le même quadrilatère. 

A cet effet, au lieu de couper le faisceau de Desargues par 
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une droite, coupons-le par une conique F passant par les 
sommets A, B du quadrilatère; soient EE', FF' les cordes 
d'intersection de F avec deux des coniques de faisceau (e, /*). 
Les trois cubiques réduites (F, CD), (e, FF') et (f, EE') ont en 
commun les huit points A, B, C, D, E, E', F, F', elles doivent 
donc se couper en un neuvième point fixe. Et, par suite, les 
droites EE', FF' se rencontrent sur CD. Nous pouvons donc 
énoncer le théorème suivant; 

Ijes coniques d'un faisceau ponctuel déterminent une involution 
sur une conique quelconque menée par deux des sommets du qua- 
drilatère qui sert de base au faisceau; le point de Frégier de cette 
involution appartient à la droite qui joint les deux autres sommets 
du quadrilatère. 

3. vOn retrouve le théorème de Desargues en remplaçant la 
conique F par deux droites dont Tune est la droite AB. 

4. Supposons que les points A, B soient les ombilics de 
plan, la conique F est alors une circonférence et le faisceau 
ponctuel des coniques circonscrites au quadrilatère devient 
le faisceau des circonférences menées par deux points fixes 
G, D. Nous retrouvons ainsi la solution bien connue du 
problème classique qui a pour objet de trouver une circonfé- 
rence passant par deux points donnés et tangente à une cir- 
conférence donnée. 

5. Si ce sont les points G, D qui senties ombilics du plan, 
on voit que toutes les circonférences menées par deux points 
d'une conique y déterminent des cordes parallèles. Parmi 
ces circonférences, prenons-en une dont le centre soit sur un 
des axes de symétrie de la conique; la courbe d'intersection 
et celle qui joint les deux points fixes sont évidemment symé- 
triques par rapport à cet axe de symétrie. 

Donc si quatre points d'une conique sont sur une même circon- 
férence^ les cordes qui les joignent sont deux à deux également 
inclinées sur les axes de la conique, 

6. La méthode des polaires réciproques appliquée au théo- 
rème 1 montre que : 

Étant données des coniques inscrites dans un quadrilatère ABGD 
et une conique F tangente aux côtés AB, AC, si on mène des 
tangentes communes à T et àj^hacune des coniques du faisceau, 
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les points de contact de ces tangentes sur F y déterminent une 
involution dont le point de Frégier appartient la polaire de D par 
rapport à F. 

Ce second théorème est la généralisation du théorème de 
Sturm; on retrouve ce théorème en supposant la conique F 

réduite à deux points, dont l'un est A. 

_^ , • 

LES AXES OBLIQUES 

ET LES CONDITIONS DE PERPENDIGULARITE 



Lorsque, dans un problème, certains éléments géométriques 
sont liés par les conditions de perpendicularité, on conseille 
ordinairement le choix des axes rectangulaires; les relations 
que l'on doit employer étant dans ce système, plus simples 
que les relations correspondantes dans le système oblique. 
Mais, dans nombre de cas, l'obligation de prendre des axes 
rectangulaires peut être nuisible à la simplicité de la forme 
sous laquelle on obtient les résultats cherchés et, aussi, à 
celle des calculs qui les fournissent. Il y donc lieu de discer- 
ner, dans chaque exemple, si, vraiment, le choix d'axes 
obliques n'est pas préférable; on ne doit jamais les écarter 
systématiquement, et sans avoir préalablement pesé avec 
attention le pour et le contre. 

Le véritable motif auquel on obéit en choisissant, dans les 
questions auxquelles nous venons de faire allusion, des axes 
rectangulaires, découle de l'ignorance ou l'on est, le plus sou- 
vent, des formules qui conviennent aux axes obliques. Ces 
axes sont interdits par le programme d'entrée à l'école Poly- 
technique; pour cette raison, ils n'apparaissent que rarement 
dans les cours de mathématiques spéciales. Nous nous propo- 
sons d'établir dans cette Note un groupe de formules don- 
nant les conditions de perpendicularité dans le système 
oblique; nous ajouterons à ces développements quelques appli- 
cations dont le but est de mettre en lumière Futilité de 
ces formules (*). 

(*) Les formules qui suivent ne sont pas nouvelles, pour la plupart au 
moins ; quelques-unes sont démontrées dans la Géométrie analytique de 
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1. — PeRPENDIGULARITÉ d'une DROITE ET d'uN PLAN. 

Proelème I. — Étant donné un plan F, 

ux -f- vy 4- vz = 0, 

, . X y z 

et une droite A, —= — = -, 

^ P y 

trouve?* les conditions de perpendiculaiité de P et de ^, 

Nous désignerons, suivant Thabitude, par X, (x, v, les 
angles des axes de coordonnées. Une sphère £, ayant sou 
centre à Torigine, a pour équation 
X* + y* -¥ z^ -¥■ 2yz cos X + 2zx cos \*. 4- 2xy cos v = R* 

Le plan polaire du point a, p, y, point appartenant à la 
droite A, est 

/ X{0L + p cos V 4- Y COS fx) 

(1) < 4- y (a COS V 4- p 4- Y cos X) 

\-h z{oL cos [il. 4- p cos X 4- y) = R*. 
Pour que P soit perpendiculaire sur ti, il faut et il suffit 
qu*il soit parallèle au plan (1); on a donc 

a4-PC0Sv4-YC0SfjL acosv4-p4-YC08X acoS[X4-pcosX4-Y 

((jr) = = . 

U V w 

Telles sont les conditions cherchées. 

2. — PeRPENDIGULARITÉ DE DEUX DROITES. 

Problème II. — Trouver la condition pour que les droites A, A' 
qui correspondent aux équations 

»') —1 = 7 

a p Y 
soient rectangulaires. 

Painvin, établies pour les coordonnées télraédriques. Il nous a paru utile 
d'en chercher des démonstrations directes, plus appropriées au cours de 
malhén[iatiques spéciales. Ces démonstrations conduisent à des formules, 
irréductibles à une forme plus simple. Malgré la complication inévitable 
qu'elles comportent, et qui tient à la nature même des faits que Ton étudie 
elles peuvent conduire à de nombreuses conséquences, très intéres- 
santes. Il y a là| dans cette Géométrie des X, (jl, v, comme on pourrait 
rappeler, un champ peu exploré jusq[u'ici, et que l'on peut supposer 
fécond. 



= o, 
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Cette conditiou se trouve en exprimant que dans la formule 
connue (Géom. an,, t. II, p. 15), 

I COS V COS [A cos a 

cos V I COS X COS p 

COS ijL cos X I cos Y 
cos a' cosp' cos y' cosV 
on a V = 90°, et, par conséquent, cosV = o. Mais on peut 
trouver directement, sous une forme plus simple, la condition 
cherchée en raisonnant de la manière suivante. 

Imaginons la sphère 2 considérée au paragraphe précédent. 
Le plan polaire du point a, p, y, plan donné par Téqualion (1), 
doit être parallèle à A'. La condition est donc 

a' (a H- pCOSv + Y COS fx) 
+ p' (a COSV -h p -f- YCOsX) 
+ y' (a COS [j. -h 3 COS X 4- y) = o, 
qu'on peut écrire 

a (a -h p'coSv ~h y'C0S[a) 
+ P (a' COS V + p' 4- y' cos X) 
+ Y (a COS [i. + f'cosX + y') = o, 
ou, encore, 

^ ^ ' *- (PY' + Y?')cosX + (Ya' + aY')coS|x=o (*). 



(A suivre,) G. L. 

ESSAI HISTORIQUE 

SUR LA THÉORIE DES EQUATIONS 

Par M. Anbry. 

(Swiie, voir page 67.) 

Fourier paraît avoir fait les plus importantes de ses décou- 
vertes dès 1786, et les avoir divulguées soit dans des commu- 
nications aux Instituts de Paris et du Caire en 1789 et 1799, 
soit dans ses leçons d'anal3se à l'Ecole polytechnique en 
17^6 et 1797. Mais c'est seulement en 1818 qu'il en commença 
la publication. Le Bulletin de la Société philomathique de cette 
année contient de lui une étude de la méthode de Newton, 

(*) Celte formule a été établie autrement dans la Géométrie analytique 
de M. Pruvost (t. II, p. 48). 
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OÙ il montre la marche de Tapproximation et les conditions 
que doit présenter la courbe pour que cette méthode lui soit 
applicable: de n'avoir point de sommet ni dépeint d'inflexion 
entre la racine et la première approximation, et de prendre 
toujours celle-ci dans la cjnvexité de la courbe (*). Il fait 
voir que connaissant deux limites a, 6, l'une inférieure, 
l'autre supérieure, l'approximation sera plus rapide et plus 

sûre en menant des paral- 
lèles aux tangentes succes- 
sives par les points corres- 
pondant aux limites 
successives situées dans 
la concavité (fig. 8). Il 
examine le cas des racines 
Fig, 8. presque égales, écueil de 

toutes les méthodes de résolution : si la courbe s'approche 
de l'axe des abscisses, on ne peut dire si elle le coupe ou si 
elle lui reste étrangère. Dans le premier cas (fig, 9) les 
tangentes correspondant aux valeurs a, b derabscisse restent 
toujours dans l'intervalle a, b ; dans le second cas (fig, 40) 
elles finissent par en sortir. Le plus souvent, le calcul de la 
valeur du polynôme pour une valeur intermédiaire indiquera 
si on est en présence de l'un ou de l'autre cas (**). 

(*) Celle théorie a jçardé le nom do Fourier. Cependant, Mouraillo 
[Traité des équations invariables^ Marseille, 1770) avait déjà étudié les 
relations des courbes représentatives des dérivées et donné le théorème 
que nous venons d^énoncer. Il faut reconnaître que cet ouvrage est tou- 
jours resté à peu près inconnu. 

(**) Bérard (Nouv. Méth.) avait critiqué la méthode d'abaisser par la 
division par x — a l'équatiou dont on connaît la valeur approchée a dMne 
racine, en se fondant sur ce que, par exemple, en prenant 1 pour la 
racine de a?» — '3aj+ 2.000.001 =0, l'équation ainsi produite a;* + a;— 2 ::-= o 
a deux racines réelles tandis que la proposée n'en a qu'une réelle et deux 
imaginaires. 

Gergonnc [Annales de mathémûtiques, t. X, 1819) répond à cela que 
résoudre une équation par approximation, c'est trouver des nombres qui 
la rendent à peu près nulle. Analjtiquement ces résultais ont môme 
valeur: ainsi on pourra prendre 1.00 1 ou 0.999, ou encore i di 0.00 1 i. 
Pratiquement, c'est encore la même chose: car si, par exemple, on a à 
mener une tangente à une courbe, elle pourra la couper un peu, ou être 
en dehors, mais pratiquement elle sera la tangente cherchée. 

Ainsi on peut se dispenser de recourir à Téquation aux différences : on 
peut, sans erreur sensible, admettre deux racines presque égales comme 
égales, bien qu'elles puissent être imaginaires. 
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En 1820, il a donné dans le même recueil ses méthodes 
pour la séparation des racines. En 1822, il a présenté à TAca- 
démie des sciences un mémoire sur l'emploi des séries récur- 
rentes (note VI); et, en 1827, un autre mémoire où, entre 





Fig. 9. Fig. 40, 

autres choses, il annonce qu'il n'y a pas lieu de rechercher la 
plus petite différence des racines, et que l'approximation au 
moyen des fractions continues effectue elle-même la sépa- 
ration (*). 

Fourier a réuni une partie de ses travaux dans son Analyse 
des équations déterminées (Paris, 1831). On y voit la démonstra- 
tion de son théorème, identique à celui de Budan (*♦), sa 
théorie des indices (***) et l'utilité de son théorème pour 
découvrir les régions où il n'y a pas déracine, ainsi que pour 
déterminer deux limites ne comprenant qu'une racine. Il 
expose la méthode de Newton rectifiée et donne le moyen de 
n'appeler chaque chiffre qu'à mesure des besoins. Il termine 
par le théorème suivant : 

Si la substitution x = b fait disparaître deux termes de plus 
que la substitution x = a, les deux racines annoncées sont réelles 
si la valeur de F' (a)* ou de F'(b)^ surpasse le double produit 
de F (a) ou F(b) par celle des deux expressions qui a la plus 
grande valeur absolue, de F'Va) ou F"(b). Elles sont imaginaires 



(*) Ce théorÔDOQ a été démontré par Vincent, en 1834. (Mém.'de laSoc, de 
Lille.) 

(**) Budan était arrivé k son théorème en cherchant à étendre le corol- 
laire de celui de Descartes rapporté plus haut, et il le démontre par la 
théoilc des Sommes successives analogue à celle des différences. Fourier y 
est arrivé et le démontre par la considération des courbes représentant 
les dérivées successives. 

(***) Ou peut voir cette théorie dans V Algèbre supérieure de Serret. On y 
trouve aussi la reproduction presque textuelle des travaux d*Abel et de 
Galois, ce qui nous dispensera de les mentionner avec détails. 
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si cette valeur est inférieure au double produit de F(a) ou F(b) 
par le plus petit en valeur absolue des deux nombres F''(a), F''(b). 
Si aucune de ces quatre co7iditions n'a lieu y on divise V intervalle 
a, b : (m arrivera toujours ainsi à séparer les racines. 

Dans une seconde partie, qui n'a pas été publiée, il devait 
examiner les principes communs des dijQférenles méthodes 
connues, donner différentes constructions géométriques, et 
appliquer ses méthodes à la résolution des équations littérales, 
des équations transcendantes et des équations simultanées. 

Jusque-là toutes les méthodes de résolution des équations 
demandaient — du moins en théorie — qu'on connût la plus 
petite différence dedeux racines consécutives, ce qui se tire 
de la considération deTéquation aux différences, mais par des 
calculs impraticables. Les méthodes ont repris en théorie 
toute leur valeur pratique, par la découverte du théorème de 
Sturm , présenté à l'Académie des Sciences, en 1829, et par lequel 
on peut déterminer le nombre de racines réelles comprises 
entre deux limites données. 

On doit à Abel d'importantes découvertes dans la théorie 
des équations. Il avait d'abord cru trouver la résolution de 
réquation du cinquième degré; revenu de son erreur — et 
obéissant au principe qu'il émet en plusieurs endroits de ses 
ouvrages, de la nécessité de démontrer les bases des théories 
ou d'en prouver la fausseté quand les tentatives de démons- 
tration n'ont abouti qu'à une présomption,— il parvint à meltre 
hors de doute l'impossibilité de résoudre en général l'équa- 
tion du cinquième degré, et conséquemment celles des degrés 
supérieurs, en ne faisant usage que d'un nombre limité des 
signes algébriques usuels {Journal de Crelky 1824). Il entreprit 
alors de rechercher méthodiquement les classes d'équations 
résolubles. Inspiré par les Disq, Arith. de Gauss, il trouva 
d'abord (î(i. 1826) que les équations dont les racines se dédui- 
sent les unes des autres de lu même manière sont dans ce 
cas (*). Le reste de ses découvertes n'a pas été retrouvé dans 
ses papiers : c'est une grande perte pour Ja science. 

(*) Ce genre d'équations appelées abéliennes avait, déjà, été étudié par 
Libri ; mais son travail n'a paru qu après celui d'Abel. 
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Galois, comprenant l'utilité des recherches d'Abel, trouva 
un Ihéorème important sur les équations résolubles par radi- 
caux. Son travail, présenté à TAcadémie des Sciences, en 1831, 
ne fut pas d'abord compris; ce n'est qu'après sa publication 
dans le Journal de LiouMle, en 1846, qu'on en a saisi la haute 
portée. 

Bien des théories se sont échafaudées depuis, bien des théo- 
rèmes particuliers ont été donnés, surtout au sujet de la 
limite du nombre et de la valeur des racines réelles ; mais on 
peut dire qu'au point de vue élémentaire et pratique, il reste 
beaucoup à découvrir et qu'on ne peut encore réaliser le vœu 
de Lagrange : enseigner la résolution des équations dans 
l'arithmétique^ quitte à en reporter les démonstrations dans 
l'algèbre. 

Mais au point de vue théorique, quel admirable produit de 
l'esprit humain ! Comme le calcul intégral, l'intégration des 
équations différentielles, et, en général, toutes les méthodes 
inverses, — les plus difficiles mais les plus utiles pour les 
applications à la mécanique et à la physique, — la théorie 
des équations parait avoir manqué son but. Mais elle a, comme 
elles, ouvert la voie à tant de merveilleuses découvertes qu'il 
serait assurément à regretter qu'elle eût atteint ce but, tout 
d'abord. (A suivre.) 

^■^ ^—^1^ ■ ■■■■■ ■»■!■■ «M.- I ■■■■-■■ ■ !■ ■■ ^ ^ " ■■ ^^^^— ■ ™ ■ — ■■ - — ■ ^^^mm^ ^■■^— — ^^ ^^^ 

CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Tzitzéica. 

... Voici une propriété relative aux fonctions symétriques 
qui m'a paru curieuse; j'ignore si elle est connue. 
Étant donnée l'équation 



m i_ r\ -v^n—l _i x\ vWi— 2 _; 



X"* 4- PiX^'*-^ 4- PjX"*-^ -h ... 4- p,H = O 



> 



on considère les fonctions syméliiques entières, homogèmst entre 
n de ses racines. Ces fondions symétriques s'expriment par des 
polynômes 

(p(Pi, pa, ... pm). 

La somme des coefficients du polynôme (p, pour la même valeur 
de n, est constante et égale à ( — i j"nl 
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Exemples. — Dans les fonctions 

Si = - Pi, 
S, = pi -. 2^3 , etc. , 
la somme des coefficients est égale à — i. De même, dans 

2a'Z> - plp^ - 2ji - />i/>3 -+- 4IU 
la somme est égale à h- 2. 

Dans 

S a^b'c = pip.ps - ?>pip, - 3j4 -h 4p^p^ -+- 7iJ,i>5 - I 2Pq 
la somme est égale à ( — i)'3 ! = — 6. 

Exception. — Si, dans un terme de la fonction symétrique, 
K des n lettres deviennent égales, la somme est égale à 



(— i)'* — 



Exemples. 



1 . 2 
Sa6 = p,; la somme est (— i)'^ -; — — i. 

I • 2 

la*6« = — 2p^p3 4- 7^2 -H 2^4 ; la même somme 
Jla^bc = p^p, - 4p^; (- i)» ^^-^ := - 3. 

I 2.3 

J^abc = — P3 ; (— 0^ '^'■. = — I . 

1 . 2 . .'ï 



EXERCICE ECRIT 



86. — On considère la quadrique H^ qui correspond à 

réquation 

X'* - 2/* + Z"' ^ o% 

et le point M qui a pour coordonnées (a, a, 0). 

Par M on mène une transversale qui coupe Hj aux 
points A, B. En ces poiats A, B on mené les plans taugents; 
ils se coupent suivant une droite A , dont on demande 
Tenveloppe. 

Notes sur rexercice écrit 85. 

Soit qp Taagle excentrique correspomlant au poiat M. Désignons par 
(0, 0)' les centres des cercles de diamètres PF et PF' , et par R et R' 
les rayons de ces cercles (flg, 4), 



JOURNAL DB MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 87 

L'éqaation de la tangente en M est 

(1) bx cos 9 -f- cty sin ç = ab. 
Celles de PF el PF' sont 

(2) by coB 9 — {x — c)a sin 9=0. 

(3) by cos 9 — {x-{-c)a sin 9 = 0. 

On trouve, par suite, pour les coordonnées des points P et P' 

a{a cos 9-1-0) ab sin 9 

Xo =: ; > Vn = f 

*^ a + c cos 9 ^ + CCOS9 



Xpt = 



a{a cos 9 — c) ab sin © 



> 2/p' = 



a — c cos 9 a — c cos 9 

De même, les coordonnées de a> et o)' sont 

_ c a (a cos 9 -h c) __ ^^ ^^° "P 

" "" 2 2 (a + c cos 9)* î'w — 2(a -h c cos 9)' 

c a (a cos 9 — 0) ab sin 9 

5) a? r = h -^ -9 y ' = — \« 

•" 2 a (a — c cos 9) *• 2 (a — c cos 9' 

On a aussi 

,^„ ^ 6c cos 9 — ab b(a — c cos 9) 

PF = 2R = ^ H ^ —^ . 

V 6* cos* 9 + a* sin* 9 ya^ — c* cos* 9 
On a donc 



6 , /a — c cos q? b la 

(6) R = - V , ^ R' = -i/- 

2 V a + c cos 9 2 V a 



c cos 9 



+ c cos 9 2 V a — c cos 9 

!• Les équations de FP' et de F'P sont respectivement 

— abx sin 9 + 2/ [(o* 4- c*}cos 9 — 2ac] + a&c sin 9 = 0. 

— abx sin 9 + 2/ [(a* + c*) cos 9 4- 2ac] — a&c sin 9 = 0. 

En les ajoutant el les retranchant, on trouve pour 1 s coordonnées du 

point de rencontre de FP' et F'P 

( 2a* — b^] cos 9 b . 

(7) x = ^ ■ , y = - sm 9. 

2a 2 

Cherchons maintenant les coordonnées du centre do similitude interne 
S des deux circonférence de diamètrea PF et PF'. Les coordonnées do 
ce centre sont données par les formules 

xjR-h rr, R^ y.^R+y.R^ 

^s "^ R4-R' ' ^«~ R+R' 

Si on porte dans ces valeurs de v^ et y^ les expressions (4), (5) et (6), 

on trouve, toutes réductions faites 

(2a= — b') b . 

.2- =z ces 9, î/c = - sm 9. 

Ce sont les valeurs (7). Le point S coïncide donc avec le point de 
rencontre des droites F'P et FP^ 
2<* Le lieu du point S est représenté par Téquation 

(2a»"^lrV "^ "F — '' 

C*est une ellipse concentrique et de mêmes directions d^axes que 
Tellipse donnée. 

On peut encore remarquer que l'ordonnée du point S est la moitié de 
celle du point M. 
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3* Les équations des cercles de diamètres FP et FT' sont, respecti- 
vement^ 

^s _j, a __ a? I (g' — 2fe») cos <p -t- 2ac] ^ aby sin y ac{a cos y h- c ) __ 

a -{- c cos <p a-\- c cos <p a-h c cos 9 ' 

/r» -4- iy« — ^[(q' — 26») cos y — 2acJ aby sin y ac(a cos y — c) 

a— c cos 9 a — c cos 9 a -^ c cos 9 

En retranchant ces deux équations l'une de l'autre, on trouve pour 
Téquation de Taxe radical des deux cercles 

X [(a* — 26») cos 9 — 2a*] -+- aby sin 9 cos 9 4- ab^ cos 9 = 0. 
En faisant a; = o, on trouve 

b 
y ■= . 

sin 9 
Si donc PP' coupe le petit axe en Q , Taxe radical passe par le point 




Çy symétrique de Q par rapport au centre de l'ellipse. 
4» L'équation de la droite PA est 

X y I 

a o I 

a(a cos 9 + c) ab sin 9 [a + c cos 9) 



= o. 



ou 



(8) — 6a; sin 9 -h y [(a — c) cos 9 — (a — c)] + ab sin 9 
Celle de P'A' est de même 

(9) ~ 6ic sin 9 4- î/ [(« — c) cos 9 4- a — c)"] — ab sin 9 



o. 



= o. 
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En résolyant (8) et (9) par rapport à x et à v, on trouve pour les coor- 
données du point K 

ah . 



(10) 



o^i^ = a cos 9, y,^ = 



sinç. 



Le lieu du point K est donc Tellipse ayant pour équation 

oc» (a— c)^t/^ _ 

5* On trouve de môme, pour les équations de PA' ■ et de P^A 

— 6a; sin 9 4- 2/ [o 4- c 4- (a 4- c) cos 9] — a6 sn 9 = o 

— bx sin 9 4- î/L(^ + P) cos 9 — (a 4- c)] 4- ab sin 9, 

D'où Ton déduit pour les coordonnées du point H de rencontre de 
PA' et P'A 

ab . 



(11) 



x^=^ a cos 9, 



Va — 



sin 9. 



thi 



a*b 



:= I. 



a -hc 

Le lieu du point H est donc Tellipse qui a pour équation 

^ (g 4- c)*y* 

6* Les équations (10) et (11) 
montrent que les points K et 
H se trouvent sur Tordonnéc 
du point M. 

Il en résulte aussi que le point 
II est Torthocentre du triangle 
AA'K. 

V Soit S le centre de simili- 
tude externe du cercle principal 
de l'ellipse et du cercle décrit 
sur PP' comme diamètre (fig, 2), 

Posons 

OS = r, SOF = 6. 

Nous allons déterminer le lieu 
de S, en coordonnées polaires. 

Soit I, le milieu de PP'. On a 

(12) ??=^. 
^ ' a a — IP 

Mais on a aussi 

IP = c sin 6, 

et 10* = a» cos» 4-6» sin* 9. 
En portant ces valeurs dans 
(12), on^ 

a>/a>cos*0 4-6»siû«0 






(13) r» = 



a — c sin 6 
a»(a 4- c sin 6) 




o — c sin 6 



Fig, ^. 



La courbe se compose de deux ovales égaux se coupant aux sommets 
du grand axe de TelUpse t Torigine est un point double. 
Aire de la courbe, —• L'équation de la courbe peut s'écrire 



;" 



=«»(— ^^--.) 

Va — c sin 6 / 
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De sorte que la difiérentielle de l'aire est 

1 a*d6 a* 
dU = - r«de = îî-A-r de. 

2 a — c sm 2 

/de a* 
' :— ;; e. 
*» — c sm 6 2 

6 2dz 2.Z 

Posons tg - = 5, on a dô = r sin 6 = ■ .• 

^2 1 -h z^ I 4- «* 

U devient alors 

, r dz a» , r adï a« ^ 

U = 2aM —- ô = 2aM , r^-r-— 0. 

J a{i -}- z*) — 2CZ 2 J [az — c)* + 0* 2 

Posons encore az — c = t. 

On a, par suite, 

2a» r dt a» „ 2û« ^ ^ a* 

U = -r- / -, 8 = -— arc tgt e, 

J i ' ' ~ 



(» 2 6 "2 



et enfin 






Nous aurons l'aire de Tun des ovales en prenant la valeur dePintégrale 
U, entre les limites = o et 6 = 211, ce qui donne 

U = na\ 

Donc, chacun des ovales a une aire équivalente à celle du cercle prin- 
cipal de Pelllpse. Il en résulte aussi que l'aire de la sextique est constante 
pour toutes les ellipses ayant les mêmes sommets du grand axe. 

Remarque» — On peut se demander k quoi répond la partie de la sextique 
située à l'intérieur du cercle principal, puisque le centre de similitude 
externe est toujours à Textérieur du cercle principal. — On sait que si les 
tangentes communes intérieures de deux cercles sont imaginaires, le 
centre de similitude interne est réel. C'est donc à ces derniers centres 
que correspond la portion de la sextique située à Tintérieur du cercle 
principal. 



EXERCICES 

Par M. Barisien. 

{Suite j voir page 40.) 



66. — 1® Sif par chaque sommet d'un triangle ABC, inscrit 
dans une parabole^ on mène des droites parallèles aux côtés 
opposés, le triangle A'B'C, formé par les seconds points de ren- 
contre de ces droites avec la parabole^ a une aire huit fois plu^ 
grande que Faire du triangle primitif. 

Les centres de gravité des deux triangles ABC et A'B'C sont 
situés sur une même parallèle à Vaxe. 

2** Les droites menées par les sommets du triangle ABC et faisant 
avec l'axe de la parabole un angle égal à celui que font les côtés 
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opposés avec le même aocCy concourent en un même point D situé 
sur la parabole. 

Le quadrUaière ABGD est inscriptible dans un cercle. 

3® Le triangle formé par les seconds points de rencontre avec 
lu parabole des cercles osculateurs aux sommets du triangle ABC 
a wie aire équivalente à 27 fois l'aire de ce ttiangle. 

1* Soient Vi> Vty Vu les ordonnées des trois points A, B, G et 
^1» ^2* ^3* celles des points A', B', G'. 
Le coefficient angulaire de la droite BG a pour expression 



û 



y\ y% + Vz 



2p 2p 

L'équation do la droite, menée par A, parallèlement à BG, est 

(1) !/-2/i = -^U ^)- 

y» 4- 2/3 \ 2p/ 

D'après cela, Tordonnée y[ du point A^ a pour expression : 

(2) y[ = y« 4- !/3 — î/i . 
De même, 

(3) 2/0 = Vi -+- Va — 2/2 ï 

(4) 2/3 = 2/1 + 2/» — Vj • 

Soient S, S' les aires des triangles ABG, A'B'G'. Ou a 



(5) 



S = :^ 
2 



De même, 

(6) 

Mais, 



2/î 



2/1 I 



ip 

y\ 

Vp ^« ' 

Â 

Tp y^ ' 



= — (!/i — yt)(yi — 2/1) (Vî — y»)- 

4P 



^' = ^('^î " ^2) (vi - 2/3) (2/2 - 2/3) • 
î/'i — 2/2 = — 2 (î/i — î/,), 

2^1 -~ 2/3 == — 2 (2/1 -" î'»)» 

2/2 — 2/3 = — 2(1/, — 2/i)- 

Par conséquent, S' = 8S. 

La relation y[ + 2/2 + 2/3 = 2/i + 2/a + Va » 

signifie que les centres de gravité des deux triangles ABG et A'B'G' sont sur 
une même parallèle à Vaxe, 

L'égalité y[-\-y^z= 2^3 

montre encore que le diamètre de la parabole passant par G est conjugué 
de la direction A'B'; on peut dire aussi que la droite A'B' est parallèle 
à la tangente en G à la parabole. 
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2* L'équation de la droite, menée par A, faisant avec Taxe de la parabole 
un angle égal à celui que BG fait avec cet axe, est 

,2 



y« + Vs \ 2p/ 



Si on forme Téquation aux ordonnées du point dMntersection de cette 
droite avec la parabole, on trouve 

Y = — (y, -h y, + Vz)' 
La symétrie de cette expression montre que les deux autres droites 
analogues à (7) se rencontrent sur la parabole en un point D, dont les 
coordonnées sont : 

■X- = » Y = — (y, 4- î/j + Vih 

Exprimons le coefficient angulaire de AD : 

2p 2p 

^^"" Y+i;^" ~ 5^T^=" ''-«• 

On a d'ailleurs, par définition : 

Les quatre points A, B, G, D sont donc sur une môme circonférence. 
S** La corde d'intersection du cercle osculateur en A a pour équation 

j3\ 



(8) y^y^z^^-fx^-A 

1/l\ 2p/ 



Si on remplace dans cette équation x par — > on trouve, pour y, deux 

2p 

valeurs; Tune, égale à ^i; l'autre, égale à — 3^^. L'ordonnée du second 
point d'intersection de la corde (8) avec la parabole est donc 

2/i = — ^Vi . 
On a, de môme, y,^ = — Ty^ , 

î/3 = — 3t/3 . 
L'aire S"' du triangle formé par les seconds points de rencontre des 
cercles osculateurs en A, B, G avec la parabole a donc pour expression 

,9) S" = ^(«ï -yï)(yi' - y;){y; - y^') = 278. 

Remarque, — On sait que si A, B, G, sont les pieds des normales abais- 
sées, d'un point du plan, sur la parabole, on a 
1^0) ^ ^1 + Va 4- y, = o. 

Alors 2/J = ^2yj, 2/2 = — ^2^*» i/3 = — ^^a» 

1^1 + 2/3 + 1/i = o- 
Les normales en A', B^ C^ concourent alors au môme point. 
Le point D devient, dans ce cas, le sommet de la parabole ; on sait 
qu'alors le sommet et les trois points A, B, G sont sur un môme cercle. 
On a encore, dans ce cas, 

^1 + 2^2 + î/3 = ^• 
On peut donc énoncer la propriété suivante : 

On considère les cercles osculateurs à une parabole aux trois pieds des nor- 
males à la courbe, issues d^un même point. Les noimales à la parabole aux 
seconds points de rencontre des cercles osculateurs avec la parabole concourent 
en un même point. 
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Nous avoDs à signaler deux ouvrages qui intéressent tout pariiculière- 
ment les élèves des cours de mathématiques spéciales. 

Le premier, intitule : Exeroloes de calcul différentiel, est dû à 
M. L. Colette, ancien élève de TÉcole normale des sciences de Gand, 
professeur agrégé de renseignement moyen du lycée supérieur. (Liège, 
A. Miot et Jamar, imprimeurs- éditeurs, 13, rue Fuscb.) 

Exception faite du dernier chapitre, qui est relatif à la courbure des 
surfaces, cet ouvrage constitue un excellent recueil d'exercices pour 
les candidats à TÉcole polytechnique et h l'École normale. Ces exer- 
cices sont, et l'auteur le dit d'ailleurs dans la préface, empruntés au cours 
d'Analyse professé à l'Université de Liège par notre savant et bien sympa- 
thique ami, M. Neuberg. M. Colette ajoute quMl no lui était pas possible 
de faire un choix meilleur . C'est une opinion que nous partageons 
sans réserve. 

Le second ouvrage est un recueil de Problëmes de mécanique, par 
F.- J. (2* édition ; Tours, Alfred Marne et C'«). Ce recueil est un peu volu- 
mineux. Il n'y a pas lieu de s'en plaindre. Il embrasse toute la mécanique, 
la statique, la cinématique, la dynamique ; il aborde même les questions où 
entre la considération du frottement et celles qui sont relatives au choc 
des corps mous et des corps élastiques. Les problèmes de mécanique, 
vraisemblablement, vont prendre, dans les examens d'entrée à TËcole poly- 
technique, une place de plus en plus grande. Nos élèves, faute de temps, 
y sont moins bien préparés qu'aux problèmes de géométrie analytique. 
Ils présentent, de ce côté, un point faible qui est connu, et que leurs 
examinateurs voudront, peut-être, voir de plus près. Qu'ils se préparent 
sans tarder aux exercices de mécanique, c'est un conseil que nous leur 
donnons, le croyant bon. Le livre que nous leur signalons ici, celui de 
MM. Laisant et Antomari, que nous leur avons déjà recommandé, leur 
seront utiles pour se garantir contre certaines questions qui pourront leur 
être adressées dans les prochains examens. G. L. 



QUESTIONS 370 (J. S.) et 591 (J. E.) 

Solaf ion par M. C. Lagabde, étudiant à la Faculté libre d'Angers. 



Soient trois points M^, M,, Mj, dont on connaît les coordonnées 
barycentriques ol^^ p^, ... Désignons par a', b', c' les côtés du 
tiiangle MjM.Ma, et soient 1, m, n des indéterminées satis/ai- 
sant à la condition 1 -h m -f n = o. Montrer que les coordon- 
nées d'un point quelconque M du cercle circonscrit M^M^M, 
peuvent être représentées par 
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/a'*a. b'«a, c'«a,. 

formule dans laquelle on a posé 

(ï = a + p 4- y. 
De miéme les coordonnées cartésiennes de M sont 

Si 1, m, n sont données, dire sur quelle région du cercle se 
trouve M. (A. Poulain.) 

Rapportons d'abord le cercle au triangle M^M^M,. Dési- , 
gnons par a', p', y les nouvelles coordonnées barycentriques 
de M. Elles peuvent être représentées par : 

. . , «'• 6'' c' 

l m n 
puisque Téquation du cercle circonscrit est 

D autre paît, on sait que les formules suivantes donnent 
les anciennes coordonnées a, p, y en fonction de a', p', y'. 

(5) a:p:, = (^ + £^ + ïî^V--- 

\ <ïl <Ï8 <Tj / 

ce qui donne (1). 

De même pour trouver (2) il suffît d'employer les formules 
de transformation : 

___ g-X, + p-X, + y-X3 ___ 

•^ - a' + p' -+- y' X - . . . 

lesquelles expriment simplement^ comme (5), que M est le 

centre de gravité de trois points affectés de poids différents. 

Quand l, m, n sont donnés, on peut dire sur quelle région du 

cercle se trouve M. En effet, la somme des trois quantités 

étant nulle, il y en a toujours une qui est de signe contraire 

aux deux autres. Supposons que ce soit /. Je dis alors que 

M est situé sur Tare MjM, opposé à M^. En eflet, en vertu 

a'* 
de (3), M est le centre de gravité d'un poids positif -y- , et 

V 

de deux poids négatifs. Donc la transversale M^M partage 
additivement la corde M,Mj , et M est sur l'arc corres- 
pondant. 
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Si on applique le fhéorëme au premier triangle de Brocard 
de ABC, on voit que tous les points du cercle circonscrit 
sont donnés par la formule 

a : p : Y = {a^mn — 6*c"/*) : . . ., 
et que le point de Lemoine K correspond à / = a*(6" — c'),... 

^^^^ ■■■■■. ■! . IM.I . - 

QUESTIONS PROPOSÉES 



428. — On donne une droite A et un point fixe F. Soient 
M un point mobile sur A, et A' une droite passant par M. 

1® L'enveloppe des droites A' telle que le rapport des sinus 
des angles faits par MF et A' avec A soit constant, est une 
ellipse. 

2® L'enveloppe des droites A' telle que le rapport des 
cosinus des angles faits par MF et A' avec A soit constant, 
est une développée d'ellipse. (E.-N. Barisien.) 

429. — Les droites qui joignent tout point M d'une 
hyperbole équilatère à ses deux sommets réels A' et A 
coupent les tangentes en A et en A' à la courbe en des 
points Aj et Ai, tels que Taxe réel AA' est une moyenne 
proportionnelle entre les distances AA^ et A'A'i, 

(E. Lebon») 

430. — On coupe un ellipsoïde de centre par des sphères 
concentriques. Démontrer : 

1® Que les cônes, qui ont pour sommet pour directrices 
les lignes sphériques ainsi oblenues, ont les mêmes plans de 
sections circulaires que Tellipsoïde donné; 

2* Que les cercles d'intersection de ces cônes par un plan 
ont même axe radical; 

3® Que cet axe est situé dans l'un des plans diamétraux de 
Tellipsoïde qui coupe cette surface suivant un cercle. 

(Mannheim.) 

431. — On donne un ellipsoïde (E). Combien existe-t-il 
d'ellipsoïdes concentriques à (E), homothétiques à un ellip- 
soïde donné et tangents à (E)? Quelle est la position relative 
dos diamètres de contact de ces ellipsoïdes et de (E). 

(Mannheim,) 
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432. — La droite ayant pour équation 

(/* -4- i)x + i(i — t*)y — at^ = o, 

enveloppe, lorsque le paramètre / varie, l'hyperbole 

8a:* — y^ — ^ax = o. 

(E.'N. Barisien.) 

433. — Trouver, avec la règle seule, le quatrième point 

d'intersection des deux coniques qui passeat respectivement 

par les points A, B, C, D, E ; A', B', G', D', E'. 

(E. Lemoine.) 

434. — Monirer que Télimination de t entre les deux 

équations 

a(/8 4- 2/« - 2/« - i) - /(/* -h i)»y = o, 

li'^x - 1/(3/» + - «(2^* -4- i) = o, 
conduit à Téquation 

[(205 + a)* 4- 4y*](2aj — 3a) = o. 

(E,''ii. Barisien.) 

435. — Des coniques ont même cercle osculateur en un 
point qui leur est commun. Par rapport à une circonférence 
décrite de ce point comme centre, quelles sont les transformées 
par polaires réciproques de ces courbes? (Mannheim.) 

436. — On donne deux ellipsoïdes concentriques, on 
demande Tenveloppe des plans diamétraux qui coupent ces 
surfaces suivant des ellipses dont les axes coïncident? 

(Mannheim.) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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QUESTIONS D'ENSEIGNEMENT 

Par M"»* V^« F. Prime* 



Sur la détermination analytique de l'aire d'un triangle. 

M. Laisant à publié, dans /. S (1892, page 77) et dans la 
Revue de Mathématiques spéciales (1893, page 68), deux notes 
sur la détermination analytique de la surface d'un triangle ; 
M. Laisant propose d'introduire, dans l'enseignement de la 
géométrie élémentaire, la notion du signe des aires,- admises 
depuis longtemps déjà, à l'occasion de la représentation géo- 
métrique des imaginaires. 

On sait que, dans ces questions d'analyse, une aire plane 
convexe est aflfectée du signe + ou du signe — suivant qu'un 
mobile qui en décrit le contour, laisse la surface à sa gauche 
ou à sa droite. Ainsi que le constate M. Laisant, il n'y a là, 
en définitive, qu'une extension de l'emploi des signes des 
arcs et des angles considérés en trigonométrie. On peut 
justifier cette assertion de M. Laisant, en utilisant une pro- 
priété bien élémentaire et très connue des fonctions linéaires 
entre deux variables xeiy. On sait en effet que le trinôme 
Aa: -4- By H- G change de signe lorsque le point de coordon- 
nées â?, y traverse la droite D dont l'équation est kx -^By 
4- G = 0. Cette droite partage donc le plan en deux régions, 
dans lesquelles le trinôme a des signes contraires; la dis- 
tance 8 d'un point du plan à D est affectée du signe de la 
région qui contient ce point et, d étant l'angle des axes^ on a 

_ (Aa? + Py '+ G) sin Q 

+ v/A» -H B> - 2AB cos ô 

en grandeur et en signe* 

Dès lors, si l'on considère le triangle A^A^A, (A<^d;<, y^), 
on peut supposer A^A, non parallèle à Taxe de y et si l'on 
fait a: = 0, y = + 00 , dans Téquation de A,Aj mise sous 
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la forme 



X y I 

ir, y, I = G, 

on trouve que A^A, partage le plaa en deux régions dont 
celle qui contient les V positifs a le signe de œ^ — .r,. 
Convenons de donner à la surface S du triangle A^Â^Âi le 
signe de la hauteur abaissée de À|, on trouve que 



S = -sine. 

2 



X, 
Xn 






Il en résulte que si X^{x^yy^) est vers les y positifs, la 
surface S est positive pour x^ > x^ et négative pour Xg<x^; 
le contraire ayant lieu vers les y négatifs. Mais si on a a;, > a;, , 
le mobile qui décrit le contour A|A,A| laisse le triangle à 
sa gauche, ou à sa droite, suivant que A| est vers les y posi- 
tifs ou vers les y négatifs, tandis que Tinverse a lieu pour 
x^ > ar,. On voit donc que la convention cartésienne sur 
remploi de signes + et —, pour indiquer les deux sens oppo- 
sés d'un axe sur lequel des vecteurs sont comptés, contient 
encore la noliou du signe à donner à une surface plane suivant 
le sens dans lequel on en décrit le contour. 



SUR UNE PROPRIETE 

DE LA STROPHOÏDE OBLIQUE 
Par M. Brsest tieboB, professeur au lycée Gharlemagne. 



1 , — Dans le tome IX des Nouvelles Annales de Mathématiques 
(1850, p. 247), M. Martorky, élève du regretté Catalan, a 
trouvé analytiquement que le lieu des points tels qu*en les joignant 
à trois points donnés, la droite intermédiaire soit la bissectrice de 
rangle des deux autres droites, est une courbe du troisième degrés 
mais il n'a pas fait remarquer que tous les points de cette 
courbe ne jouissent pas de la propriété qu'il avait énoncée. 

En résolvant le même problème, ainsi énoncé : Trouver le 
lieu X des points (Tun plan d^ou Von voit sous des angles égaux 
deux côtés OA et OB (fig. 1) d'un triangle AOB, situé dans ce 
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plan^ nous avons trouvé une propriété remarquable de la 
strophoïde (art. 5J. 

2. — Cherchons Téquation du lieu X en prenant pour pôle 
le point et pour axe polaire la bissectrice OX de l'angle AOB. 




Fig. 4. 

Désignons par 6 et a les distances OA. et OB, par 2O, 
l'angle AOB, par p le vecteur OM d'un point M de X, par 
iù l'angle de OM et de OX par x la valeur des angles OMA. 
et 0MB. Les triaogles MOA et MOB donnent 
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b ,_ p ^^ a ._ p 



Bina? sin(6 -h <o H- a?) sina? sin(Ô — w -h a;)' 

en égalant les deux valeurs de tgo; tirées do ces équations, 
nous fro avons Téquation polaire suivante du lieu X : 

ab sin 2a) 
^ 6 sin (6 H- (o) — a sin(ô - w) 

Le lieu X admet pour point double; il passe par A et B, 
a pour direction asymptotique la diagonale OC du parallélo- 
gramme construit sur les segments OA et 06 ; les tangentes 
au point double sont les bissectrices OXelOY de l'angle AOB. 

En égalant les deux valeurs de tgo;, on obtient le lieu X 
des points d'où Ton voit les segments OA et OB sous des 
angles égaux ou supplémentaires. Des points de X situés dans 
Tangle AOB et dans son opposé par le sommet, on voit les 
segments OA et OB sous des angles égaux ; et des points de X 
extérieurs à ces angles, on voit les segments OA et OB sous 
des angles supplémentaires. 

Démontrons analytiquement que le lieu X est une strophoïde. 

3. — Nous donnant les points fixes et Y et la direction 
fixe OC, considérons la strophoïde a dont deux points M et 
M^ sont obtenus en menant par Y une droite coupant OC en D 
et en portant sur cette droite, à partir de D, les longueurs DM 
et DMi égales à OD. 

Cherchons Téquation de la strophoïde <j en prenant pour 
pôle le point , et pour axe polaire la bissectrice OX de 
l'angle YOC. 

Désignons : par r la distance OY, par 2a Tangle YOC, par p 
le vecteur OM d'un point M de d, par (o Tangle de OM et de 
OX . Le triangle MOY donne 

p r 

sin Y "~ sin (Y -+- a — o)) * 
Exprimant la valeur de l'angle YDC comme étant extérieur 
au triangle ODY ou au triangle isoscële ODM, nous obtenons 

Y = 2(0. 

Donc l'équation polaire de la strophoïde o est 

r sin 2(1) 

(2) = 

^ ^ ^ sin (a + co) 



" ^ "^ .. - » » 
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La strophoïde (t a pour point double, OG pour direction 
asymptotique, les bissectrices OX et OY de l'angle VOG pour 
tangentes au point double. 

4. — A présent, supposons que le lieu X et la strophoïde <t 
coïncident: les valeurs de p et de o) des équations (1) et (2) 
sont les mêmes. Égalant les valeura de p, nous obtenons une 
équation du premier degré en tg co ; comme cette équation 
doit être vérifiée quel que soit a> , le numérateur et le déno- 
minateur de la valeur de tg co doivent être nuls. Nous obtenons 
doDc les deux relations suivantes, entre les paramètres r et 
a de la strophoïde (t et les paramètres a, 6 et du lieu X : 

(3) (6 -h à)r cos 6 — aô cos a = o , 

(4) (6 — .à)T sin 6 — a6 sin a = o. 

En supposant que le lieu X est donné, les équations (3) et 
(4) permettent de déterminer les paramètres a et r d'une stro- 
phoïde (T coïncidant avec le lieu X; donc U lieu X est une stro- 
phoïde; les paramètres de cette strophoïde sont donnés par les 
formules suivantes, faciles à construire : 

6 - a 
tg a = 7 tg Ô; 

r = 



v/(6 — a)* sin» Ô + (6 -f- a)* cos» 9 

5. — Soit donnée une strophoïde <r dont l'équation est (2). 
Menons deux de ses vecteurs OA et OB, égaux à 6 et à a, 
faisant un angle 26, symétriques par rapport à l'axe polaire 
OX. L'équation (i) est l'équation du lieu X des points M 
d'oh l'on voit ces vecteurs sous des angles égaux ou supplé- 
mentaires. Les lieux (1) et (2) coïncident lorsque l'on peut 
trouver des valeurs des trois paramètres o, b, ô du lieu X 
en fonction des deux paramètres r et 6. Gomme il n'y a 
que les deux équations (3) et (4) à trois inconnues pour 
déterminer les trois paramètres du lieu X coïncidant avec la 
strophoïde cr, on peut trouver une infinité de systèmes de deux 
vecteurs d'une strophoïde, partant de son point double et symétriques 
par rapport à une de ses tangentes en ce point, tels que, des points 
de la strophoïde compris dan^deux des angles opposés par le sommet 
formés par ces vecteurs, on voie ces vecteurs sous des angles égaux^ 
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et que des points de la strophoïde œmpm dans les deux autres 
angles formés par ces vecteurs^ on voie ces vecteurs sous des angles 
supplémentaires. 

6. — Démontrons géométriquement que le lieu X est une 
strophoïde. 

De tout point du segment ÂB, on voit les segments OA et 
OB sous des angles supplémentaires, et de tout point des 
prolongements du segment AB on voit les segments OA et 
OB sous un même angle. 

Soit un point quelconque M du lieu X. M est le point 
d'intersection, autre que 0, de deux segments de circonfé- 
rences décrits sur OA et sur OB et capables d'un même 
angle. La courbe X passe par A et B et par le pied de la 
perpendiculaire menée de à AB, a pour point double 
et une asymptote parallèle à la diagonale OC du parallélo- 
gramme construit sur les segments OA et OB. 

Des points de X situés dans l'angle AOB et dans son opposé 
par le sommet; on voit les segments OA et OB sous des 
angles égaux; et des points de X extérieurs à ces angles, on 
voit les segments OA et OB sous des angles supplémen- 
taires. 

Le point M peut être obtenu autrement. En effet, les centres 
I et J des circonférences précédentes se trouvent sur les 
perpendiculaires KK' et LL' aux segments OA et OB en leurs 
milieux E et L, à des distances de K et de L telles que 

Kl __ OK 
U ~ OL' 
par suite, en se donnant le point I sur la droite KK', en pre- 
nant la distance KB' égale à OL, en menant la droite 01 et 
par B' la parallèle à 01, cette parallèle coupe KK' au point J' 
tel que la distance KJ' égale la distance cherchée LJ; ayant 
les points I et J, le point M est le symétrique du point 
par rapport à la droite IJ. 

Le lieu du point M est homothétique au lieu du pied N de 
la perpendiculaire menée de à la droite IJ, le centre d*ho- 
mothétie étant et le rapport d'homothétie étant 2« 

Les droites telles que IJ sont les droites qui jpignent deux 
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points correspondants de deux droites KK' et LL', après 

qu'on a obtenu sur ces droites, à 

partir de E et de L, les points I 

et J tels que le rapport de Kl à 

L J soit égal au rapport constant de 

OK à OL. Donc les droites telles que 

IJ enveloppent une parabole tc . 

Par suite, le lieu du point N est une 

podaire de parabole, le pôle de cette 

podaire étant 0. 

Considérons la tangente à la para- 
bole Tc passant par le point (fig. 2) 
et la perpendiculaire en à cette 
tangente. Soient Ij et J^ les points 

où cette tangente coupe EK' el LL\ I, et J, les points oti 
cette perpendiculaire coupe EK' et LL'. Nous avons 

ÔË' = ET,. El, et ÔL* = LJ^.U,; 
OE* El, Kl, 




d*où nous tirons 



X > 



. ,,. El 4 OK 

or, par hypothèse, IJ" ^ ÔL * 



donc nous obtenons 



El, OE 



LJ, OL ' 

de cette égalité il résulte que la droite I,J, est Tune des 
positions des droites telles que IJ. Donc la droite I,J, est 
tangente à la parabole tu. Par suite, le point est tel que les 
tangentes menées de à la parabole tt sont rectangulaires; 
donc le point appartient à la directrice de la parabole tc. 
Or, QuÉTELET a démontré que, quand le pôle d'une podaire 
de parabole est sur la directrice, cette podaire est une stro- 
phoïde; donc le lieu des points N, et, par suite, le lieu X est 
une strophoïde. 

7. — Le lieu X est aussi le lieu des sommets M (fig, 1) 
des triangles de même base Â6 et tels que la bissectrice de 
l'angle M de ces triangles passe par un point fixe 0. La 
perpendiculaire SS' au segment AB, en son milieu, coupe en 
deux points une circonférence passant par les points A et B; 
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la droite qui joint le point à Tun de ces points E coupe la 
circonférence en un autre point qui est un point M du lieu \. 
Pour construire le point du lieu X situé sur une droite 
quelconque issue de 0, on décrit la circonférence passant 
par les points A et B et par le point ou cette droite coupe SS'. 

SUR LES CONIQUES 

INSCRITES DANS UN QUADRILATERE 
Par M. G. l^elnekagel, ingénieur hydrographe* 



Nous nous proposons, étant donnée dans un plan une courbe 
(G), d'ordre m et de classe c, de trouver le lieu des points 
de contact des tangentes communes à cette courbe (G) et à 
un faisceau linéaire de coniques inscrites dans un quadrila- 
tère. Nous déterminerons le degré du lieu et la tangente en 
un point quelconque. 
La construction du point [j. du lieu situé sur la tangente A 

à (G) se déter- 
mine aisément 
par rhexagone 
de Brianchon. 
Si Ton consi- 
dère deux tan- 
gentes A, Aj , 
infiniment voi- 
sines aux 
points c, Cl de 
(G), les points 
{X, [Xj , infini- 
Fig. 4. mentvoisins 

sont évidemment deux points du lieu. Pour avoir la tangente 
au pc int fi, nous pouvons considérer^ le lieu des tangentes 
menées du point c', point de rencontre des droites A, A^, au 
faisceau linéaire des coniques inscrites dans AD6G, qui sera 
tangent en ce point [t, au lieu géométrique cherché. En 
résumé, il suffit de déterminer la tangente au point fA au 
lieu géométrique des points de contact des tangentes menées 
de c' aux coniques inscrites dans ADBC. 
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D'après le mode de construction du point ji, nous pouvons 
remplacer la conique lieu du point m, autour de ce point, 
par sa tangente qui est la conjuguée harmonique de me' par 
rapport à wÂ, mB (voir /. S., Sur une méthode nouvelle de 
transformation. — La conique lieu du point m est celle qui, 
dans la transformation, correspond au point c' par rapport au 
triangle ABC). 

En remplaçant ainsi, autour du point m, la conique par 
sa tangente m/, le lieu de fA devient une conique ((x) tan- 
gente au lieu cherché. On voit de suite que la tangente à cette 
conique en fx est la droite conjuguée harmonique de (jlO 
par rapport aux droites [ac', [aD, puisque Oc' et ÔD (obtenues 
en joignant les points c' et D aux points (x^ , p., obtenus 
eux-mêmes enjoignant le point B aux points t^, t de ren- 
contre de c'D avec mt, AG et en prenant leurs points 
d'intersection avec AC, mt) sont les deux tangentes en ces 
points c' et D à la conique lieu de fx. 

En résumé, en passant à la limite oîi le point c' vient en c, 
on en conclut la 
construction sui- 
vante: on prendra la 

conjuguée harmo- •-- 

nique de me par rap- ^ -'-?=:j^_-^ 




port aux droites mk, ^^ - 

mB ; cette droite mt 
rencontre cD en t^ 

et la droite cD ren- ^' \^ 

contre AG en t les pig, ^. 

droites Btj, Bt rencontrent AG, mt aux points fx^, fx; les 
droites CfXj, Djx se coupent en 6 et la droite (xT conjuguée 
harmonique de (xO par rapport aux droites fxc, {xD est la tan- 
gente cherchée. 

Remarquée I. — Ce lieu géométrique du point fx n'est autre 
que l'enveloppe des cubiques lieux géométriques des points 
de contact des tangentes menées de chacun des points c de 
la courbe (G) au faisceau linéaire des coniques inscrites 
dans AGBD. 

En effet, ces cubiques, correspondant aux points c et c^, 
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ont, à la limite, quand ces points se rapprochent indéfiniment, 
la droite (aT comme tangente commune et les sept autres 
points communs AGDBEFG (ces trois derniers étant les 
points de rencontre des diagonales du quadrilatère). 

Remarque IL — Cas particulier; le point jjl est sur (G). 

La construction conduit à chercher la conjuguée harmo- 
nique de [aO (qui se confond, dans ce cas, avec la tangente [xc 
à la courbe (G) en ce point) par rapport à (jlc, [xD ; c'est- 
à-dire que la courbe lieu géométrique cherché est tangente 
à (G) en ce point. 

Nous allons déduire, de cette remarque, et du théorème 
suivant démontré dans la Note citée, le degré du lieu géomé- 
trique que nous étudions. 

Théorème (a). — Le nombre des coniques inscrites dam un 
quadrilatère et tangentes à une courbe (G), d'ordre m et de classe 
c, est c(c + i). 

En nous appuyant sur la définition de Tordre d'une courbe 
(G), dans le cas le plus général; c'est-à-dire en le considérant 
comme le nombre N = K : m [où K représente le nombre 
des points où une courbe d'ordre m rencontre (G)], et en 
utilisant le théorème (a), et la remarque II, nous voyons que 
le degré du lieu géométrique considéré est 

._ 2C(C + l) , X r / V 

N = — ^^ = 2(m -f- i) [m(m — i) + il. 

En résumé, nous avons démontré la propriété suivante : 

Le lieu géométrique des points de contact, avec les coniques 
inscrites dans un quadrilatère, des tangentes communes à ces 
coniques et à une courbe (G) d'ordre m est d'ordre 

2(m — i)[m(m — i) 4- i]. 

Gas particulier. — On voit ainsi que le lieu géométrique 
des points de contact des tangentes communes à une conique 
fixe et au faisceau linéaire de coniques inscrites dans un 
quadrilatère est une courbe de sixième degré. Si la conique 
se réduit à un point fixe, la sextique se réduit à une cubique. 

Voici la propriété corrélative : 

L'enveloppe des tangentes aux coniques circonscrites à un qua^ 
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drilatère, aux points où ces coniques reticontrent une courbe (G) 
de classe c, est une courbe de classe 2(c — i) [c{c — i) + i]. 



LES AXES OBLIQUES 

ET LES CONDITIONS DE PERPENDIGULARITE 

{Suite (•), Yoir page 79.) 



3. — Perpendicularité de deux plans. 

Problème III. — Étant donnés deux plans P, P', correspon- 
dant aux équations 

Ax -h By -h Cz = o, 

k'x + B'y + C'z = G, 
trouver la condition de perpendicularité de ces plans. 

Au point 0, élevons A perpendiculaire au point P; soient 

(A) ^ = 1 = ^, 

a 6 y 

ses équations. D'après ce que nous avons vu plus haut, on a 

a -+- p COS V + Y COS fx ^ g COS y + p + Y COS X 
^ ^ ^ a COS (X + p COS X + Y 

C 
Pour que P et P' soient rectangulaires, il est nécessaire 

et suffisant que À soit dans le plan P' ; on a donc 
(2) A'a + B'ê + C'y = o. 

Éliminant a, p, y entre (1) et (2), on obtient le résultat 

cherché sous la forme 

I COS V COS (X A 

COS V I COS X B 

COS fx cosX I G 

A B' G' o 

(*) M. Gomes Teixeira, le savant directeur de Técole Polytechnique de 
Porto, nous a obligeamment envoyé, après avoir lu notre premier article, 
un mémoire de M. Daniel Auguste da Silva intitulé De Yarim formulas 
novas jde Geometria anaiytica relativas aos eixos coordenados obtiquos^ extrait 
des mémoires de l'Académie royale de Lisbonne (tome V, 1*^* partie). 
Nous aurons probablement, après avoir pris connaissance de ce mémoire, 
à le citer dans la suite de ce travail. 



= G. 
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Développant, on trouve 

AA' 8in«X 4- BB' sin* jx -*- CC sin* v 

4- (AB' 4- BA')(C0SX C08[X — COSv) 

+ (BC H- GB')(cos fi. ces V - cos X) 

4- (GA' + AC')(cos V cos X — cos fi.) = o. 

4. Problème IV. — Exprimer qu'un plan P 
(P) ux -h vy -h wz = o, 

est hypercyclique (*) dans le cône (G) 

( 9{^y y, -s) =: Aa;« + A'y* 4- A''^> 4- 2Byz 

^ ' \ 4- 2B'-2aî + 2B''xy = o. 

Le plan (P) coupe (G) suivant deux droites A, A', 

a 5 y 

^ ^ a' 6' y' 

Le faisceau des droites qui représentent les projections de 

A, A' sur le plan xOz, a pour équation 

x^ikv^ + AV - 2B''uv) 

H- if«(AV 4- A'm;» -- 2Bî;m;) 

+ 2i?aî(A'iiM; 4- B'v' — But? — B'^dm;) = o. 

D'autre part, ces projections sont représentées aussi par 

réquation 

YY'aj* 4- aa'js* — (ay' + ya'jaja = G. 

En identifiant ces résultats, on a 
A"i;* 4- A!w^ — 2Bt;e(; ~ Av» 4- AV — 2B"iii; 

av' 4- ya' 



"" 2(Bwî; h- B'vw — B'v* — A'wu; 
En considérant les projections du faisceau A, A' sur les 
autres plans de coordonnées, on voit que les quantités 
aa' \ / A"i;* 4- A't^« — 2Bi;m; 

pp' I sont, t Am;» + AV — 2B' wu 

yy' f respective- 1 AV 4- Av* — 2B"ui; 

py' 4- yp' f ment, propor- ] 2{B'uv -h B^uw — Bt^* — Avw) 
ya' 4- ay' ] tionnelles à f 2 {B"vw 4- Bvu - B'v» - A'wm) 
ap' 4- pa' / \ 2 (Bwu 4- B'tw - B^w* - A"w) 

(*) Nous rappelons qu^un plan est dit hypercycliquet par rapport à une 
quadrique, lorsqu'il coupe celle-ci suivant une hyperbole équilatère. 

(Voyez /. S., 1893, p. 140.) 
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En remplaçant ces quantités dans la relation (6'), on a 
A(t;>H- w*) + A!{w^ + u^) + A" (w" h-v*) — 2Bt;w — 2A!tm — 2B"uv 
4- 2 cos ^ (B'tei; 4- B^uw — Bw* — Avu;) 
+ 2 cos (JL (B"t;tt; + Bvu — B'v' — Afum) 
+ 2 cos V (Btuu ■+■ B'uw — B'^w* — k^uv) = o. 
C'est la relation cherchée ; en supposant les axes rectangu- 
laires, on retombe sur la condition connue (Voir Géom. anal., 
p. 2o5). On peut l'ordonner par rapport aux lettres u, v^ w 
et récrire sous la forme. 

u*(A'h-A''— 2B cos X) -h2vw (B'^cos [JL+B' cos v— B—A cos l) ) 
+î;*(A"+A— 2B'cos(x)4-2m;w(Bcosv+B''cosX— B— A'cosv) > = o. 
-f-w'( A+A— 2B'^ cos v)-h2wt?( B'cos X+B cos [a-B"— A'' cos v) ) 

5. Problème V. — Trouver la condition pour qu'un cône soit 
équUatère. 

Soit 
<p (^, y 9 ^) = Aa?» -4- Ay + A"^* + 2Byz 4- 2B'2aî ■+■ 2B"a;y = o, 
l'équation du cône, dans le système X, ja, v. Changeons d'axes 
et prenons de nouveaux axes rectangulaires ; 
cp(aj, t/, z) devient aX«4-aT*4-a''Z«-4-26YZ4-26'ZX+26"XY. 

Or, lorsqu'on passe d'un système X, [a, v à un autre système 
X', (a', v', l'équation en S, est 



A - S B'' - S cosv B' - S cos [a 

B'' - S cosv A' - S B - S cos X 

B' - S cos [A B - S cos X A" - S 
Cette équation, développée, donne 



I 



(*) 
= o. 



S* [A sin*X+A' sin* (A-i-A' sin* v+2B (cos [a cos v— cos X)+. . .] S* 

— I AA'+A'A"+A"A-B«-B'»-B"«+2 (B'B"-AB) cos X-h...]S 
A 

Dans ce uouveau système d'axes, rectangulaire, la condition 
pour que le cône soit équilalère est 

a + a' -h a^^ = o. 



(*) Ao désigne le discriminant de la forme sphérique, la fonction des 
cosinitSt comme on pourrait rappeler. 
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En appliquant le principe des invariants {G. A. y p. S21), on 
a, pour la condition cherchée, 
A sin« X + A' sin* f* 4- A" sin* v 4- 2B (cos fx cos v — cos X) 

4- 2B'(cosvcosX — cosja)-*- 2B''(C0SXC0SfX — cosv) = o. 

(A suivre.) 

SUR UNE IDENTITÉ 

Par M. C Daly. 



Nous nous proposons d'établir l'identité suivante, dans 
laquelle x désigne un nombre entier positif, représentant une 
variable arbitraire 

X^ I [a<a?-T)T (-1)* [27(05- i)... i]« 



y 1.2 î/(y-i) i.2...a;y(t/-i)...(y-a;+i) 

^((. _?)(,__^)... , — ^\. 

V J// \ î/— 1/ \ y " x-\- îj 

x^ 1 \oc(x—i)]^ 

Posons f(x, y) = I 1 ^ ^ — . . . 

y 1.2 î/(y - i) 

, (~ lY [a?(a?- 1) ... i]' 

1.2 ... X y{y — i) ... (y — 0? 4- i)' 

d'oîi f[Xy y 4- i) = I h V r^ • • • 

^ y 4- I 1.2 (y 4- i)y 

_^ (- I)* [x{x-- I)... i]« 



1.2 ... a: (y 4- i)y .. (y — a? 4- 2) 

De là, nous tirons 

a;' 
(i) f[x,y + i) -- f{x,y):s:——^f(x ^ i, y - i). 

Or, 

V x{x—\) . .a;(x — i)...i , 

f(x,x) = I -x+— . . . 4- (- lY-^ — =(i - i)*=o. 

'^ ' 1.2 ^ ' 1.2...X ' 

En supposant a; > i ; on a 

f{x, x 4- i) = Ax, x) 4- -7-^—T f{x-i,x--i) = o ; 

X\X 4- I ; 

puis, si a? > 2, 

f{x,x + 2)=f(x,x+ + (^^,^j^^^) /•(« - ^,x) = o; 

en général, /*(«, a; 4- m) = o, (a; > m). 
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Par conséquent, la fonction de y ({x, y) s'annule quand on 
donne à y les valeurs x,x -h i, ... 20? — i ; 



donc f{x, y) = 



(y-^)(y— a;— i) ... (v— 2aj-4-i) 



f{x). 



y (y - i) ... (y - X -i- i) 
et, en portant cette expression dans (1), il vient 

f(x) = /-(a? - i) = /•(a? - 2) = . . . = /(i) = I ; 

a.o.A..,)=(.-î)(.-^)...(.-j^-£^) 



G. Q. F. D. 



ESSAI HISTORIQUE 

SUR LA THÉORIE DES ÉQUATIONS 

Par M. Aobrj. 

(Suito, voir page 81.) 



Note I. — Exemples de calculs algébriques 
tirés d*Eudide et d*Archimède. 

Pour donner une idée de Talgèbre d'Euclide, nous rappor- 
terons la démonstration du théorème donné dans notre texte 
et les propositions les plus immédiates auxquelles il 
renvoie. 

I. — Partageons également en G la droite AB (fig. H), et 
ajoutons-lui la droite BD ; la somme du rec- 
tangle de AD en BD avec le carré de BG est 
égale au carré de CD. 

La figure indique suffisamment la démons- 

*'«"°°- Fig. U. 

II. — Si les produits d'un nombre par deux autres en produisent 
certains autres^ ils sont en même raison (rapport) que ces derniers. 

III. — Si entre deux nombres (entiers) existent des moyens pv- 
portionnelSy il y en aura autant entre deux antres nombres qui 
auront même raison avec eux, 

IV. — Deux nombres plans semblables (formés chacun du pro- 
duit de deux facteurs proportionnels, tels que 18 =6.3, 
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8 = 4.2) comprennent un moyen proportionnel. Soieat les plans 
semblables A et B, produits des nombres G, D et E, F. Si 
G est le produit de D en E, on aura G à D comme Eà F; 
d*oti G à B comme D à F. Or D multipliant G et E donne 
A et G; donc (II) A à G, ainsi G à E ou D à F. Puisque E 
multipliant D et F produit G et B, on a G à B comme D 
à F (II). Donc A, G, B sont continuement proportionnels. 

V. — Si deux nombres admettent un moyen proportionnel, Us 
sont plans semblables. 

VI. — Si les nombres A, B, G sont continuement proportion- 
nels y et que le premier soit un carrée il en est de mêms du troisième. 
Entre A et G tombe un moyen proportionnel, donc (V) A et G 
sont des plans semblables, et comme A est carré, il en est de 
même de G, qui lui est semblable. 

VII. — Si la multiplication de deux nombres plans A, B en 
produit quelque autre, ce Iroisiêlne nombre est carré. Soient G le 
produit de A en B, et D le carré de A. Les produits de A 
en B étant D et G, A est à B comme D à G (II). Mais 
entre A et B existe un moyen proportionnel (IV) ; entre D 
et G, il y en a donc également un (III), que nous appelleroDs 
E. Ainsi D, G, E sont en proportion continue; or D est 
carré, donc G Test aussi (VI). 

Maintenant, soient deux nombres plans semblables de même 

r "R T) P^^^^^ ^^ ®* ^' Retranchons le plus petit 
■ •' E du plus grand : le reste AB sera pair. 

• * Divisons ce reste également en G : fe 

Fig. 42. produit de AD en AB, qui est carré (VII) 

ajouté au carré de BG, est luinfoéme carré. En effet, le carré de 
GD équivaut à la somme du produit de AD en BD, et du carré 
de BG (I). Donc le carré égal au produit de AD en BD et 
celui de BG font un carré. 

Parmi les théorèmes que donne Archimëde, nous citerons 
les deux suivants, relatifs à I^n et 2(n^) et à leurs limites. 

On a des quantités égales en nombre quelconque et un nombre égal 
d'autres quantités dont chacune surpasse la suivante d*une même 
quantité égale à la plus petite^ la plus grande étant égale à Vune 
des premières» La somme de celles-ci est comprise entre le double de 



U H 



5' 

: r 



D X F 
Fig. 4^. 



h 
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la somme des secondes et le double de la somms obtenue en considé- 
rant toutes les secondes moins la plus grande, Archimède ne donne 
{ as de démonstration de cette proposition à cause de son 
évidence. 

Soient les lignes (droites) A, B, G, D, E, F, G, H (flg. 12) qui 
sont dans le cas du théorème j j " k 

précédent; ajoutons-les en sens 
i ') verse comme V indique la figure, 
La somme des carrés des droites 
éfjales ainsi formées ajoutée au 
carré de A. et au rectangle de 
H et de la somme des droites 
inégales donne une surface triple de la somme des cai^és cons- 
truits sur ces mêmes droites données. Les carrés des lignes iné 
gales étant égaux à la somme des carrés de leurs segments 
et du double rectangle de ces mêmes segments, il s'ensuit 
que la somme des carrés des lignes égales est équivalente 
au double des carrés des lignes données ajouté au carré 
de A et des doubles des rectangles BI, GJ, ... Or ceux-ci' 
sont respectivement égaux aux rectangles construits sur H 
et le double de B, H et le quadruple de G, H et le sextuple 
de D ... Il s'ensuit que la somme de ces surfaces augmentée du 
rectangle de H et de la somme des lignes données A, B, ... 
est égale au rectangle de H et de la somme de A, du triple 
de B, du quintuple de G, ... Or cette somme est égale à celle 
des carrés des droites données. En effet, le carré de A est éeral 
au rectangle de H et de la droite formée de A et du double 
de la somme des suivantes; le carré de B est égal au rectangle 
de H et de la droite formée de B et du double des suivantes, 
... Doiic, etc. 

Corollaire. — La somme des carrés des lignes égales est plus 
petite que le triple de la somme des carrés des lignes données et plus 
grande que le triple de la somme des carrés des lignes B, G, ... ; il 
e9i est de même des figures (planes) semblables, construites sur ces 
droites. 

Archimède étend ce corollaire à des droites en progressions 
arithmétiques quelconques. 
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EXERCICES 

Par M. Barlslen. 

{SuUey voir page 90.) 



67. — D'un point P du plan d'une parabole^ on abaisse sur 
cette parabole trois normales dont les pieds sont A, B, G. 

Par chacun des sommets du triangle ABC, on mène des paral- 
lèles aux côtés opposés : ces parallèles rencontrent de nouveau la 
parabole en A', B', G'. 

Les cercles osculateurs à la parabole en A, B, G rencontrent la 
courbe respectivement en A", B", G". 

Montrer que : 

y® Les normales en A', B', G' concourent en un point P' ; 

2® Les normales en A", B", G" concourent en un point P'^ ; 

5® Le lieu des points P tels que le triangle PPT'' ait une aire 
constante, est une hyperbole équilatère ; 

4® Le lieu des points P tels que la somme des carrés des côtés 
du triangle PPT" soit constante, est une ellipse. 

4* et %*. La remarque de Fezercice précédent (56) démontre les deux 
premiers paragraphes. 

Il reste k trouver les coordonnées des points P^ et V^ en fonction de 
celles du point P. 

Soient donc (a, p)les coordonnées du point P et (a'p') («''^'Ocelles de 
P' et P". 

Si Vi y% Vi sont les ordonnées des points A, B, G, on a 

(1) yi + y, 4-^3=0, 

(2) ViVi H- ViVz + ytVi ■= — 2p(a - p), 

(3) ViViVi^^P*^'^ 

On a de mOme, avec les ordonnées ^j, y^t 1/2 ^^ ^' B' G' 

(*^ yj + ^2 + î/3 = O- 

(5) yi2/2 -^ y[y'i + 2/2V3 = — '-^^i*' — p)^ 

(«) ^ yly^y'z = ^pV- 

Or, yl = — 21/, ^2 = — ^y* V3 = — 2^3' 

(5) et (6) peuvent donc s*écrire 

(7) 2(y,y, 4- ViS/a + y,î/3) = - P(a' — P), 
et en comparant (2) et (7) 

4(a — p) = a' — p. 
D'OU 

(8) a' = 4a — 3f . 
On trouve aussi 

(9) p'=-8p.^^ 

Les ordonnées yj', y,, y, de Â|,Bj^i G/' ont pour valeur 
yï = -3y,, yj = -3y„ y^' = - 3y, 



JOURNAL M MÀTHiMATIQUIS SPÉGULI8 115 

et on trouvera de môme, poar les coordonnéejt de P'', 

(10) a" = ga - 8p, 

(11) P" = 27p. 

3* Exprimons que l'aire PFP^ est une constante k*. On a 

a p I 

4a— 3p — 8p I = 2k*, 
9a— 8p — ayp I 
ou en développant, 
(«) , 6p(a-p) + /t» = o. 

Le lieu de (a, p) est bien une hyperbole équilatôre. 
4* On trouve pour les valeurs des trois côtés du triangle PPT'' 

PP^' = 9(a - Pf H- 8ip", 

PP^'=64(«-P)'4-784P\ 
P^*= 2b(a — p)* 4- 36ip«. 

Si l'on a PF* 4- PP"* -h FF' = constante = *% 
on voit que le point (a, p) parcourt Tellipse ayant pour équalion 
(13) 98 (a — p)> + I a26p« = kK 

Remarque, — On peut voir encore que : 

Le Heu des pointt tels que Pun quelconque des côtés du triangle PP'P" rtste 
parallèle à une direction donnée est une droite passant par le point de rebrousse' 
ment de la développée de la parabole. 

On a, en effet, pour les coefficients angulaires de PP^ PP'^, PT'^. 

Si donc, 

ll4) p = m(a— p), 

chacun des trois coefficients angulaires précédents est constant, m étant 

une constante 

7 7 «9 

jjLpp/ = — ôm |i.pp„ = — - I» |Ap/p»/ = — r wi. 

On peut aussi dire que : 

Si le point P se déplace sur une droite fixe passant par le point de rébrous- 
sement de la développée de la parabole, te triangle PP'P'' reste semblable à 
lui-même. 

58. — Le cercle osculateur en un point M cFune parabole ren- 
contre la courbe en un second point N. La droite joignant le point 
M au foyer F de la parabole rencontre le cercle osculateur en 
un autre point P. Montrer que la droite PN est parallèle à V axe 
de la parabole. 

D'après la propriété de l'exercice 55, si on élève au milieu I de MP 
une droite perpendiculaire, cette droite rencontre la normale en M en 
un point U qui est le centre de courbure correspondant au point M 
Le milieu G de MU étant sur la perpendiculaire élevée, en F, à MP 
on a donc MI = 2 MF. Par suite 

FP = 3FM. 

Si donc Tordonnée du point M est y^ , celle du point P sera — 3^1 . 
Or, Texercice 56, paragraphe 3, a montré que l'ordonnée du point N 
était aussi — 3yi . Donc la droite PN est parallèle à Taxe de la parabole 
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59. — Le lieu du second point d'intersection d'un cercle oscula^ 
teur à la parabole avec la droite joignant le point de contact au 
foyer ^ est une parabole. 

Soient Xi et yj les coordonnées du point M; d'après l'exercice pré- 
cédent 58, le lieu du point P est obtenu en éliminant Xi et Vi entre 
l'équation de la parabole y\ = 2pXi , 

celle de la droite FM y =-Ji— ^a; — |^ 

et celle de la droite PN y =. — 3yi . 

On obtient ainsi l'équation 

y* -h 6p{x—2p) = 0. 
C'est uae parabole. 



EXERCICE ECRIT 



87. — Discuter la surface qui correspond à Téquation 
(aî-a)»+(î/— 6)*+(2'-c)*=2(aaj-hpyH-Y-ff+S)(a'a;+p'y-+-Y'^+S'), 
lorsqu'on suppose : 

a» +. p« -♦- Y* = ï » 
a'* 4- p + /* = ï • 

Notes sur l'exercice écrit 86. 

La transversale AB, considérée, peut être représentée par les équations 

X ^ a y — a 

= . =z . 

u V 

Les plans tangents aux points A, B se coupent suivant une droite A, 
conjuguée de AB , et dont les équations s'obtiennent en prenant les 
plans polaires de deux points particuliers de AB . Il est naturel de 
choisir le point Mfa, a, o) et le point à l'infini sur AB . 

On obtient ainsi, pour représenter A , les deux équations 

X — y = a, ux ^ vy -\- z =1 o. 

Dans le plan P qui correspond à la première équation, la droite A 
enveloppe une certaine courbe U , que l'on peut obtenir par deux 
méthodes. 

On peut prendre un plan passant par A , chercher son enveloppe, puis 
la trace de cette enveloppe sur le plan P . 

On peut aussi chercher l'équation de A dans le plan P , et déterminer 
son enveloppe par la méthode ordinaire. 

Lorsque AB est vu, du centre 0, sous un angle dioit, on trouve 
que les parallèles variables u^ v vérifient l'équation 

u* + v» = I . 

On peut, par conséquent, poser u = cos 9, t; = sin 9 et, en adoptant 
Tune ou l'autre des méthodes indiquées, qui sont, dans cet exemple, 
également simples, on trouve pour l'enveloppe cherchée les équations 

aj — V = a , (20? — y -^ a)* 4- (a; — a)* = «* ; etc. 
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QUESTION 385 

Solalion par M. Ernest Foucart, élève au lycée Michelet. 



Soit P une parabole donnée^ rapportée à ses aœes. Considérons 
une parabole Q ayant pour sommet un point M, mobile sur P, 
passant par le sommet de P, et 9 en outre j ayant son axe perpen- 
diculaire à celui de P. Les paraboles P, Q se coupent en quatre 
points que Von joint deux à deux; trouver le lieu décrit par le 
point de concours des cordes ainsi tracées» (G. L.) 

Soit 

(P) y - 2px = o, 

réquation de (P). 
Ûéquation de Q est, en appelant x\ j/'les coordonnées de M : 
^Q) yfx^ — 2x'y'x 4- x'^y = o. 

Les points communs à P et Q s'obtiennent en remplaçant, 

dans (Q), x par -^-; ce qui donne pour les y de ces points, 

en tenant compte de ce que M est sur P, et en supprimant 
les solutions qui correspondent à M et au sommet de P : 

y* -t- y'y - y'* = o. 

Les coordonnées de ces points a, ^ sont donc: 



a 



p 



X = 



y = 



3 - y/ 5 

4P 
— 1 



'« 



y 

v/5 



y 



4P _ 



y = - 



4P 



y 



Les différents systèmes de sécantes communes sont : OM , 
ap; Oa, Mp; Op, Ma. 
l*' Système OM, ap. — Les équations de OM et a^ sont : 
(OM) 2px — y'y = o. 

ce V 

y — T^y 



(«P) 



4P _ 

+ \/5 



y* - 



2 

I -h /3 



V 



= o 
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OU, toutes simplifications faites, 
(ap) 2px 4- yy' - y'» = o. 

L'équation du lieu s'obtiendra en éliminant y' entre les 
équations de OM et «p. C'est donc la parabole : 

»■-?« = o, 
et la droite â? = o, solution singulière qui correspond au 
cas où y = o. La même singularité se présentera pour les 
deux autres systèmes. 
^"^ Système Oa, Mp. 

3 -y/i ,. 
X ^ 4P / ^ (3 ->/5)y^ 
y - I v/5 2p(-i-hv/5)' 



(Oa) 



(Mp) 



05 

t. 

2p 



y 

y' 



I 
I 



= 0, 



—y* = ^^y i 

oUy toutes simplifications faites, 

(Mp) 2px[i -h v/3) -h y'y(i -h v/3) - 2y'«(2 -+- v/5) -= o. 

L'équation de y' entre (Oa) et (Mp) donne pour lieu la droite 
singulière x = o et la parabole 

y*(3 — v/5) — pa;(i H- y 5) = o, 
ou y* = px[2 + /5). 

3^ Système Op, Ma. 

Des calculs analogues donnent 

y« = px{2 — v/5). 

iVoto. — Solutions diverses par M"* V* F. Primb, et pai MM. Droz- 
FÀRiir et TziTZBicA. 



QUESTION 386 

Solution par M. V* F. Prime. 



Soient M un point d'une eltipse V , M' son symétrique par 
rapport au centre ; la polaire de M' par rapport au cercle 
décrit sur la ligne des foyers comme diamètre^ rencontre la nor^ 
maie A 67i M, en un certain point K. St, sur A, on prend 
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K\ symétrique de K par rapport au point oU A coupe le 
petit axe de T^ K' sera le centre de courbure correspondant 
au point M . (O. L.) 

Soient acos^, 6 8iii«p les coordonnées du point M et 
l'ellipse correspondant à l'équation 

a" 6* 
L'équation de A est 
(i\ ^ _ a.siny ^ e* sin y 

(1) y = •; X ; • 

o.cosy 

Les coordonnées de M' étant — a.cosf , «- Asinf, la 
polaire de M' par rapport au cercle 

oj* + y« = c', 
a pour équation 
(2) ax cos (f -h by sin 9 + c* = o . 

Éliminant y entre (1) et (2), on trouve, pour abscisse de K, 

c" cos* 9 

a 
L'abscisse de K' est donc 

C* 008* :p 

X = • 

a 

On retrouve ainsi l'abscisse du centre de courbure correa^ 
pondant à M . 

(Id. O. DE L0NGCHAMP8, Géométrie analytique à deux dimen^ 
sions^ p. 403.) 

Nota. — Solutions diverses par MM. Bàbisiiii et E. Fougart, élève au 
lycée Michelet. 

M. TzrrzEiCÀ observe que la construction donnée pour rellipse est 

applicable à Thyperbole, avec cotte seule différence qu'il faut prendre le 

symétrique K'^ de K' par rapport à M ; K'' sera le centre de courbure 

Pour la démonstration, on peut employer les coordonnées unicursales 

suivantes : 

X = aCba, y = 6Sha • 

On trouve ^ MK" = ^ ^- = R . 

ab 



QUESTI ONS PR OPOSÉES 

437. — Par le foyer F d'une ellipse, on mène un rayon 
vecteur quelconque FM, sur lequel on prend deux points P 
et P', tels que MP = MP' = k. Les courbes, lieux des points 
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P et P\ sont deux conchoïdes d'ellipse. Montrer que Taire com- 
prise entre ces deux courbes est égale au produit de la cir- 
conférence décrite sur le petit axe comme diamètre, par 2k. 

(E.-N, Bariêien.) 

43S. — L'enveloppe des polaires des points de la dévelop- 
pée d'une ellipse par rapport à cette ellipse est une kreuz- 
curve. (E.'N. Barisieti.) 

439. — Soient M un point quelconque d'une ellipse de 
centre 0, G le centre de courbure relatif au point M, D le 
point de rencontre de la perpendiculaire élevée en à OM 
avec la normale CM, et I le milieu de OD. 

Montrer que le symétrique F de I par rapport au point 
est le centre du cercle passant par les pieds des trois normales 
à l'ellipse issues du point G. (E,-N. Barisien,) 

'' Nota. — On obtient ainsi une construction du cercle de Joachimsthal, 
au cas où le point d*émissipn des normales est sur la développée. 

440. — On donne un cercle et deux diamètres fixes xoaf 
et yoy' rectangulaires. D'un point M quelconque de la cir- 
conférence , on abaisse les perpendiculaires M? et MQ 
sur les diamètres fixes. 

La droite PQ rencontre la circonférence en ~R et S. 

Le lieu de l'orthocentre du triangle formé par les points B 
et S et le point M', diamétralement opposé à . M, est une 
courbe fermée, du sixième degré, dont Taire est moitié de 
celle du cercle 0. (E.-Ni Barisien.) 

ERRATUM 
Page 96, ligne 8. - Au lieu de A'B'C'D'E', lîre ABGD'E'. 



Le Directeur-gérant, 

G. DK LONGCHAMPS. 



IMPRIMBRII CEHTBALB DU» CHBIIIN8 DB PBR 
IHPRIMBRIB CBAIX, RUB BBROÈRB, 80, VARI8. ~ 8344-4^95. 
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QUESTIONS D'ENSEIGNEMENT 

Par Mm« V^e P. Prime. 



VI. — Sur les fractions continues. 

La théorie des fractions conlinues présente de grandes 
analogies avec celle des fractions décimales illimitées de 
Tarithmétique et avec le développement de fonctions eu 
séries. En comparant ces théories entre elles, on trouve que 
l'exposé habituel de la première est incomplet ou, tout au 
moins, laisse incertains plusieurs points délicats. Il me 
semble qu'on devrait adopter Tordre suivant : 

1. Définition. — En algèbre élémentaire, on donne le nom 
de fraction continue à l'expression 

(t) «i 



«2 



«S 



limitée ou non et dans laquelle a^, a^, . . sont entiers et 
positifs. Les nombres ai , a, , ... sont les quotients incom- 
plets et la valeur que prend la fraction continue, arrêtée à 
l'un d'eux, est une réduite (*). 

2. Théorème. — Les réduites de rang impair vont en augmen- 
tant mais sont moindres que les réduites de rang pair qui, elles, 
vont en diminuant. 

Soient R^, Rj, R3, . . . les réduites de (I) et r^, r^, r^, ... 
celles de 

(2) a, + 



I 



On voit que 

(3) Ri = ai + 

Or on a Rj < R, et R^ < R^, 

donc aussi; r^ < r, el r, < ?•, , 

d'oh, par (3), Ra> Ra- 

(*) Le quotient incomplet a^ seul| peut ôtro nul. 
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On a donc Rj < R, < R, ; 

d'oU 7\ < /-j < r, , 

et, par suite, R, > R4 > R, , 

ce qui donne R^ < R, < R^ < R^, 
et ainsi de suite. 

3. Loi et formation des réduites (*). 

4. Corollaire. — A partir du troisième, les dénominateurs 
des réduites augmentent plus rapidement que la suite natu- 
relle des nombres entiers ; donc, si la fraction est illimitée, ils 
tendent vers l'infini. 

5. Remarque. — r La loi de formation des réduites est encore 
vraie quand les quotieots incomplets sont remplacés par des 
nombres quelconques, positifs ou négatifs, commensurables 
ou incommensurables. 

6. Théorème. — La différence entre deux réduites consécutives 
est égale.., 

1, Corollaire. -- Si la fraction est illimitée, cette différence 
tend vers zéro (n® 4) et, par suite, les deux suites de réduites 
tendent vers une même limite. 

8. Définition, — C'est celte limite qui s'appelle la valeur de 
la fraction continue. 

9. Théorème. — Deux fractions continues égales sont iden- 
tiquas. 

Observons d'abord que si le premier quotient incomplet 
d'une fraction continue est nul, la valeur de cette fraction est 
plus grande que zéro et moindre que l'unité. En eflfel, d'après 
la définition précédente, la valeur de la fraction est comprise 
entre la troisième réduite qui vaut certainement plus que o 
et la quatrième qui est certainement plus petite que i. 

(*) La loi do formation des réduites donne une justification bien simple 
du théorème démontré au n» 2 et qui, je crois n'a pas encore été signalée. 
On sait, eneô'et, qu'en ajoutant deux fractions terme à terme, on obtient 
une troisième fraction comprise entre les deux première£. La troisième 
réduite sera donc comprise entre lapremi^:re et la seconde; la quatrième, 
en Ire la troisième et la seconde et ainsi de suite. 
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Dès lors, supposons que les deux fractions 

(«1, «8, a«...)t 

puissent avoir la même valeur N. On aurait 

o < N — ai < I 

G < N — ttj < I 

d'où, puisque a^etai sont entiers, 

a, = a, 

et, par suite, (^i > ^s • • •) = i^xj ^s • • .)• 

On trouverait de même que a, = a, et ainsi de suite. 

10. Théorèxne. — Un nombre incommensurable se convertit 
eaxtetemerU en fraction limitée^ et réciproquement. 

11. Corollaire. — Il résulte des deux théorèmes précé- 
dents qu't^n nombre incommensurable conduit à un développement 
illimité, et réciproquement. 

12. Théorèxne. — Un nombre incommensurable est la valeur 
de la fraction continue à laquelle il donne naissance. 

Soit le nombre incommensurable N. En le convertissant en 
fraction continue, on est conduit à des relations et la forme 

N = «1 H avec iCi > i, 



^1 




» ' 7 


I 

^« = «« -«- ^ 


avec 


«> > 1, 


I 

a?n-l = an -h 


avec 


a^n > I 



et on a N = (ai , a2 , . . . a„_i , a» , Xn). 

P R 

Soient ^>^ les réduites finissant à a„_ et à a»; d'après 

la remarque faite au n® o, on a 

S.(r„ -+- Q ' 

P -^ X 

Donc N - ^ = TT.-- "■ " 



Q (Sa?n4-Q).y 
et N — — = 



S (Saîn ^ Q).S* 
On voit que ces deux différences sont de signes contraires 



12i JOURNAL DK HATBÉMATîQUES SPÉCULES 

N est donc compris entre les réduites de rangpair et celles de 
rang impair et, par suite, N est la limite commune de ces 
deux suites de réduites. 

13. Corollaire. — La seconde différence étant plus petite 
que la première, on en conclut que (oiUe réduite approche plus 
de la valeur de la fraction continue que toutes celles qui la pré-- 
cèdent. 

14. Erreur commise en s' arrêtant à une réduite. 

15. Théorème. — Um réduite s'approche plus de la fraction 
^ntinue quune autre fraction à termes moindres que les siens. 

16. Théorème. — Si N et N' sont deux valeurs approchées, 
fune par défaut^ Vautre par excès, d*un nombre ificommensurable 
M; les quotients incomplets communs aux développements de N et 
de N' appartiennent au développement de M. 

Les démonstrations de ces derniers théorèmes sont bien 
connues, nous ne nous y arrêtons pas; il faudra les faire 
suivre de la théorie de fonctions continues périodiques. 



LES AXES OBLIQUES 

ET LES CONDITIONS DE PERPENDICULARITE 

{Saite^ voir page 107.) 



6. Problème VI. — Quelle est la condition que doivent vérifier 
les coefficients de V équation 9 = 0, pour qu'elle représente un 
cône capable d'un trièdre trirectangle circonscrit ? 

La marche suivie dans le paragraphe précédent s'applique 
encore à la solution de ce problème. Dans le nouveau système, 
la condition qui exprime la condition imposée au cône est 

S {a' a' - 6») = o . 
Dans le système X, (a, v, cette condition est donc 
i:(A'A" - B*) 4- 22;{B'B'' •- AB)cosX = o. 

7. Problème VII. — Trouver T équation duc&ne supplémentaire 
d*un cône dominé. 
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Soit, toujours, 9(0;, y, a) = o , Téquation du cône proposé. 
On sait (G. An.j p. 257) que le plan 

(1 ) uœ -^ vy -h wz =^ o , 

est tangent à ce cône, si l'on a 

(A) j -H (A''A - B'«)i;» + 2u;a(A'B' « BB") 

( + (AA' -B"«)a;* -+- 2wt;(A''B''-BB') =0 
Si nous représentons par 

(2) - = ! = -' 

a p Y 
les équations d'une normale au plan (I), nous avons démontré 

(§ 1) les formules 

a+p cos v+Y cos [A a cos v+p+Y cos X a cos [x-f-p cos X+y 
(3) = = • 

Éliminons a, p, y entre (2) et (3), nous obtenons les équa- 
tions de la normale 

(c+y cos ^+z cos [x a; cos v+j/H-i? cos X x cos (x+y cos X- 4* 

(B) = ■ = • 

u V tv 

L'élimination des paramètres t^, v, w entre (A), (B) donne 

l'équation cherchée 

(A'A" — B») (a; -H y cos V 4- -^ cos [x)» 

+ 2(a;cosvH-i/4-^cosX){a;co8[ji.4-y cosX +^)(AB— B'B") 

-+- {A"B - B'»)(a; cos v + y -i- ^ cos X)« 

-H 2(aJCOS{ji.-i-ycosX-t->&)(a;-i-î/ cosv-4-^cos[x)(A'B'— BB*) 

+ (AA' — B"*)(aî cos [x + y cos l -\- zY 

2(aj-hycosv-hifcos[x)(a;cosv+y+<scosX)(A''B''— BB')=ro. 



8. Problème VIII. — Conditions pour que 

ux + vy 4- wz = o, 
représente un plan cyclique du cône qui correspond à V équation 

(p(x,y,z) =: 0. 

Les principes connus conduisent à Tidentité 
<p(aj,j/,z) — S(aj*-f- y' -f- ^* + ay^cosX -♦- 2^xcos(x -4- 2a?y cosv) 

:=: (ux -h vy + wz) {ux + v'y -h m;'^), 
w'a? 4- v'y -h w'z , égalé à zéro, représentant le second plan 
cyclique mené par l'origine. 
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On a donc 

A — S = uu\ 2(B — S cos X) = vw' 4- u)v\ 
A' - S = vv\ 2(B' - S cos (jl) = wu' -f- uw\ 

A" — S = ww\ 2 (B'' — S cos v) = uv + vu'. 

D© ces égalités, on déduit d'abord, 

2(B - s cosX) = (A" ~ S) - -h (A' - S)-, 

IV V 

2(B' - Sco8|x)= (A - S)- -h (A''- S;-i 

u w 

2(B'^ - s cosv) = (A' - S) - 4- (A - S)-. 

V u 

Puis 
k'w^ + AV — 2Bt;M; _ A'V -4- At^* — 2B'm;u 

tV^ 4- v* — 2VW cos X w* -h m;' — 2UIV COS (x 

Av* + A'u» - aB^w 

tt' 4- V* — 2ut; cos V 
Telles sont les conditions cherchées. 

9. Problème IX. - Trouver le faisceau des bissectrices d'un 
faisceau donné. 

Voici comment cette question se présente dans de nombreux 
problèmes. 

Un faisceau de droites, dans Tespace, est déterminé par un 
cône et par un plan passant par son sommet. En supposant 
celui-ci placé à l'origine, on considère donc les deux 
équations 

(1) <p(ap,!/,^) = o, 

(2) ux-^- vy + wz = o^ 

qui déterminent deux droites A, A'. Les bissectrices 8, 8', 
sont déterminées par l'équation (2) et par un certain cône du 
second degré; il faut trçuver l'équation de ce cône. 

Soit A(ar, i/,2) un point pris sur Tune des bissectrices, 
sur 8 par exemple; la perpendiculaire à 8, menée par A, 
rencontre 8' à l'infini, en un point qui est conjugué harmo- 
nique de A, snr cette perpendiculaire, puisque celle-ci est 
partagée par A, A' en deux parties égales. Le plan polaire 
de A par rapport au cône donné passe donc par S'. 
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Cette droite 8' appartient enfin au plan polaire de A par 
rapport à une sphère évanouissante, de centre 0, représentée 
par réquation 

a;* -4- 1/* H- ^* 4- 2y2 cos X + 2zx cos (x -h 2xy cos v = o. 

En résumé, 8' est une droite appartenant aux trois plans 
dont les équations sont 

x?ii + Y<pi 4- z^; = o, 

Xt^ 4- Yv -h Zw = o, 
X(â? -H y cos V 4- ^ cos fx) 4- Y(a; cos v 4-^4-5? cos X) 

4- Z(aîcos [A 4- y cos X 4- js) = o. 
On a donc 



= 0. 



9x 9y ?* 

a;4-ycosv~«-zcos[x j:cosv4-j/4-^cosX a?cosa4-ycosX4-j3 
u V w 

Cette équation, homogène et du second degré, représente 
un cône; elle est vérifiée par les coordonnées d'un point A, 
arbitrairement choisi sur Tune des bissectrices considérées. 
Ainsi, elle représente le cône dont nous cherchions Téqua- 
tion; ce cône, coupé par le plan (2), donne les bissectrices 
des droites correspondant aux équalions (1), (2) (*). 

(A suivre,) 

— ■ — - — ir 

ESSAI HISTORIQUE 

SUR LA THÉORIE DES EQUATIONS 

Par 11. Anbry* 

{Suite, voir page 111.) 



NuTE II. — Sur la résolution des équatiom du second degré. 

On la voit résolue explicitement pour la première fois, par 
Al-Karizmi, Voici la résolution du premier cas. 




ment 

que Ton obtient ordinaireraent par 
En posant ? zs Aa?» + 2Bocy + Ct/S 

^^x* -hy^+ 20?!/ cos 6 ; 
on a, pour représenter le faisceau des bissectrices, Inéquation 

4'x "^y 
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Soit la somme du produit (carré de rinconnue) et de vingt 
et un égale à dix fois la chose (inconnue), énoncé que nous 
écririons aujourd'hui. 

a;' + 2 I = \ox. 

Formons un carré ayant un côté égal à la moitié de dix 



^vn^ 




(flg. /5j et construisons dans les quatre an- 
gles des carrés qui en retranchent une sur- 
face équivalente à vingt et un : le côté du 
carré central sera la racine cherchée. 

Cette solution, due aux Indiens selon 

toute vraisemblance, a évidemment pour 

Fig. 43, origine Tidée de trouver une égalité dont 

les deux membres soient des carré?. On a ensuite cherché 

une démonstration géométrique. 

Il donne encore la solution indiquée par 
la figure H et inspirée par le théorème d'Eu- 
clide sur la composition du carré formé sur la 
somme de deux droites. 



o 



J 
% 







cing . 


tac. 



fig, 44, 

Il remarque que ce cas est susceptible de deux solutions 
(positives). 

Pour les deux autres cas, on construira d'abord un carré 
qui ait pour surface celle du carré construit sur la somme 




^ ^3?- *>, 



-p*—- FJ 




Fig. 45, 



Fig. 46. 



des droites — » et 7 

2 

(fig. iS et 46), et du 

côté de ce carré on 

retranchera — p.dansle 

2' 

premier cas; on le lui 



ajoutera, dans le second : on aura ainsi l'inconnue x» En effet, 
les rectangles AB, BG sont égaux et par suite le rectangle 
AD représente x^ ± px. La partie hachurée représente la 

surface q et p' est mis pour — • 

Ces démonstrations ont été employées jusqu'à Vie te, qui a 
donné la démonstration purement algébrique. 



r 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 



129 



Note III. — Sur quelques approximations graphiques, mécaniques 
et analytiques des racines des équations du troisième degré. 

Nous pensons intéresser le lecteur par cet exposé historique, 
qui, outre son intérêt propre, — et en rappelant ce que nous 
avons dit de Torigine du problème, — nous paraît présenter 
un tableau assez fidèle des phases successives de l'analyse 
des quantités finies. 

Dans l'Algèbre d'Alkayyami, retrouvée et publiée par 
Woepke, en 18S1, on voit Téquation x^ — aa?* = b résolue 
par Tintersection de la parabole y = a;* et de l'hyperbole 
y{a — x) = b: et l'équation x^ + 3px = g' au moyen de 
l'appareil imaginé par Platon pour Tinser- 
lion de deux moyennes entre deux droites 

ftp 

données. Prenons, en efTet (flg. 47) OB 
égal à l'unité, AB = jo, et la perpendi- 
culaire AG = q ' si Ton a une double 
équerre DMGH entre les bras de laquelle 
glisse, parallèlement à MG, une traverse 
DH, et qu'on fasse mouvoir l'instrument 
de façon que, l'intersection D étant tou- ^^9- '7. 

jours sur OB, le côté MG passe continuellement par le 
point B et la traverse par le point G, on notera le point où 
le sommet M coupera la perpendiculaire élevée en 0. La 
distance OM représente l'inconnue. (En général, nous indi- 
querons en pointillé les droites mobiles.) 

L'astronome Aboul-Djoud, dont le travail a été retrouvé 
récemment, paraît avoir le premier trouvé l'équation qui résout 
la trisection d'un arc. Ayant besoin pour 
la construction du côté de l'ennéagone de 
connaître le sinus de l'angle de 20®, con- 
naissant celui de 60®, il cherche leur rela- 
tion au moyen du théorème de Ptolémée. 
Soient les quatre arcs égaux N'C, GN, 
N3J, MB (fig, 48): ce théorème appliqué Fig. 48. 

aux trois quadrilatères ABMN, AMNG, ANGN' donnera par 
élimination de NN ^ = GM = NB et de AM, la relation 

AN^ = S.AO'.AN -H Ac7.AB. 
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BombeUi a varié de i>lusieurs façons la coDstruction d'AIkay- 
yami : il y a employé deux équerres, ce qui rend le mécanisme 
plus commode. Soit, par exemple, l'équatioa œ' + dpx* 
-h qx + r = o, o\i p, q, r sont des nombres quelconques, 




Fig. 43. Fig. % 

positifs, nuls ou négatifs. On construira les deux parallèles 
P et Q (fig. 19 et 20), distanles de la longueur p, P étant au- 
dessus ou au-dessous de Q, selon que p est positif ou néga- 
tif. On prendra 

OB = 1 , AD = 3;)" - q, kG = pq- 3;»' -^ r. 
La longueur OM est la racine cherchée. C'est par ce moyen 
que Bombelli prouve la réalité des trois racines, dans le cas 
irréductible. 
Viète {Supplemeatum geometriee) a donné la construclion sui- 
vante du même cas. Soit «* — 3o'ic 
-h2a'&=o. On construira le triangle 
isoscèleCDË (fig. 2/J ayant 2Ô pour 
base et a pour cdté; on décrira la 
circonférence CD et du point D, 
on tirera la droite DA telle que la 
partie BA inscrite entre la circon- 
férence et la droite CE soit égale 
à a : la longueur AC représente l'unique racine positive 
cherchée {*). 

{*) La démons tratio a de Viète est très prolixe. On peut jutifler simple- 
ment cette constructioa eu abalssutt les perpendioultdrea GH , BI et 
remarquant qu'on a les relaUons 

n=Si = ,-fî. AH = i(a + AD), 
qai conduisent ï l'équation de Viète par l'éliminaliou da AU ot de AD 
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Soit x^ — 3a*x — 2a^b = o , on opérera de môme et du 
point B , on tirera BF faisant un angle de 60® avec AG : les 
longueurs AF, FG représentent les deux racines positives 
de réquation. 

Viète avait fait voir en particulier 
dans sa théorie des Sections angu- 
laires ({mq réquation déterminant la 
corde BE (fig. 22), qui correspond 
au tiers de Tare AG, est donnée par 
l'équation x^ — 3a^x — a*6 = o (*). 
Anderson, dans un Appendix qu'il a 
mis à la suite de son édition des 
traités de Viète, De reœg. et emend, 
œq., indique la construction résul- pig. 2i 

tant de cette proposition. Il construit les deux autres racines 
à peu près comme Viète : seulement, il considère les racines 
négatives, ce que Viète n'avait pas fait. 

Albert Girard (Inv. nouv.) explique cette construction et 
fait voir que si Ë est l'un des sommets du triangle équila- 
téral inscrit EE'E'^ les deux cordes BE', BE'^ représentent 
les deux racines de signes contraires à celui de la racine 
BE (**). (A suivre.) 




(♦) Prolongeons BG et BF de manière qu'on ait NF = FB et 
ME = EB, ce qui donne 

NF = EB, ME = AB, NEB ^ MEB ^ EGB, 
d'où les relations 

BF ic a 




b-i-x BF + 2a x' 
qui donnent l'équation cherchée eu climinant BF. 
Descartes a donné dans sa Géométrie l'élégante 
démonstration que Yoici : 

Considérons les trois arcs égaux NQ, QP, PM Fig, ^ 

(fig. ^) ; tirons OP, OQ et PS parallèle à OQ. On a 

POM^PMR^SPR, 

d'où, les relations : - = -— = 

X PH h — 2x 

qui donnent immédiatement 

(•*) Tout cela, combiné avec le théorème de Moivre, conduit, par 
l'emploi des lignes trigonométriques , à la résolution des équations 
cubiques dans tous les cas. C'est ï. d'Alembert qu'est due cette général!- 
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EXERCICES 

Par M. Barisien. 

{Suite, voir page 90.) 



60. — Si Von se reporte à t exercice 58 ; 
/® Le centre de gravité du triangle PMN décrit um paraboley 
lorsque le point M se déplace sur la parabole; 
2® L*o7*tkocenlre du même triangle parcourt une cubique. 

Ou trouve pour les coordonnées a^ et y^ de N et 0^3 , y, de P, en fonc- 
tion des coordonnées Xt , y^ du point M 

«î " 9^1 » 2/2 — — 3yi , 

a?3 = 2|) — 3a;, , î/3 = — 3y, . 
1* Les coordonnées (X, Y) du centre de gravité de PMN sont donc 

(i) 3X=zXi-\-Xi-hX^ = JXi + 2p, 

(2) 3Y = y, + y» 4- ya = - 5y,. 

Si on élimine x^ et y, entre (1) et (2) et Tcqualion de la parabole 

yf = 2px„ 

on trouve, pour le lieu du centre de gravité, la parabole 

(3) Y« = ^(3X-2p); 

2" La hauteur aboutissant au sommet M a pour équation 

(4) X = X^•, 

celle de la hauteur, aboutissant au sommet N, est 

(5) (X — 9a;,) (20?, — p) 4- 2y, (y + 3yi) = o. 

L'élimination de o?, et y, entre (4), (5) et Téquation 



donne 



y\ = 2paj, , 



2X 

(6) y> = — (4^ - 5/))^ 



61. — £/an^ donnée une parabole dont l'équation polaire est 
(le pôle étant au foyer) 

(1) P = — p 



0) 

2 COS' — 
2 



sation. Au point de vue g^raphique, nous donnerons la construction suivante 

de Barrow (Lectiones opticœ, Londres, 1669), que ne 
paraît avoir remarquée aucun historien du problème 
de la trisection de Tangle. Soit Tare AMB (fig, 24) 
k trisecter; on lo portera sur un miroir dcmi-cylin- 

^^ drique concave qu'on fera glisser sur le diamètre 

A P c AOG jusqu'à ce qu'on voie de M Timage du point 

B sur la perpendiculaire MP : l'arc AM est le tiers 
^^'^* de rare donné AB. 
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la courbe dont V équation est 
(2) p = _^E_, 

2 COS' — 

3 
représente : 

/® La caustique par réflexion de la parabole, relativement aux 
rayons lumimux perpendiculaires à Vaxe de la parabole; 

2° V enveloppe des droites menées par les divers points de la para- 
bole perpendiculairem£nt au rayon vecteur focal en ces points; 

3^ Vanti-podaire ou podaire négative de la parabole par rapport 
à son foyer. 

62. — Du foyer F d'une parabole^ on abaisse une perpendicu- 
laire sur la tangente en un point quelconque M de la parabole. 
Cette perpendiculaire rencœitre en S la perpendiculaire élevée en 
M à MF. Le lieu du point S est une cubique. 

En coordonnées polaires (le pôle étant en F et Taxe de la parabole 
étant Taxe polaire), on a 

SF = R SFO=Û=-- 

Or SF = PF. Donc 

P V 



R = 



O) llù 

COS - 2 C03 • 

2 2 

L'équation du lieu de S est par suite 

2 COS^ û 

ou, en coordonnées rectilignes, 

a;* 

y^ = - (20; —p). 

63. — En un point M d'une parabole de sommet 0, on élève la 
perpendiculaire à OM qui rencontre Vaxe de la parabole en V, et 
on projette le point M sur l'aoce, en Q. Montrer que : 

i^ La droite qui joint le point M au milieu de x^ de PQ est 
nominale à la pai'obole; 

2^ La droite qui joint le milieu G de MP au point Q enveloppe 
une parabole semi-cvbique ; 

3^ Le lieu du point de rencontre des droites GQ et MN est une 

parabole. 

1" On a, en désignant par a; et y les coordonnées (lu point M 

OQ = a; OP = a; + 2p, 

ON = a? 4- p. 
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Donc ON = —^ . 

2 

On a aussi PQ = constante = 2p. 
2* Les coordonnés du point G sont 

avec y* = 2px. L'équation de la droite GQ est donc 



.py = y{x-t.^, 



ou y^ — tpXy + 4p*Y = o. 

L^cnveloppe de cette droite est la cubique 

27/) 

G'est la développée d'une parabole dont le paramètre est quadruple de 
celui de la parabole donnée. 

3** Le point de rencontre de CQ et de MN est le centre de gravité du 
triangle MPQ. 

On a pour pour les coordonnés X et Y de ce centre de gravité 

(1) 3X = œ^ + a?Q + a;, = 3a; -h 2p = -^ + 2p, 

(2) 3Y = y, -4- 2/q + y, = y. 

L'élimination de y entre (1) el (2) donne la parabole 

2 7Y» = 6pX— 4P*. 

64. — Lantipodaire d'une paraboley par rapport à son sommet y 
est une parabole semi-cubique 

Soit le sommet de la parabole et M un point quelconque de coor- 
données X ei y. On a 

y* = 2pa;. 
Nous aurons Tantipodaire de la parabole par rapport au point O en 
cberchant Tenveloppe de la perpendiculaire élevée en M à OM. 
Or, l'équation de cette perpendiculaire est 



2P\ 2p/ 



OU, en ordonnant par rapport à y 

î/' — 2p(X — 2p)y-' 4p>Y = o. 
L'équation de l'enveloppe de cette droite est 

^,^ 2(X~2p^» 
27P 

G'est une parabole semi^cubique, développée d'une parabole de para- 
mètre quadruple de celui de la parabole donnée. 

65. — Si l'on considère toutes les paraboles tangentes aux trois 
côtés d'un triangle rectangle, le lieu du point de rencontre de Vaxe de 
ces paî^aboles avec leur directrice est une quartique dont Vaire est 
équivalente à la moitié de celle de la podaire du centre d!une 
ellipse E. 
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Le sommet de V angle droit du triangle rectangle est le centre de 
cette ellipse : les deux autres sommets du triangle sont chacun un 
sommet de V ellipse E. 

Soit OAB le triangle rectangle dont Tangle droit est en 0. Prenons 
pour axe des x le côté OA et pour axe des y le côté OB. Soient 
OA = a, OB = 6 et désignons par a la distance de O au point de 
contact de la parabole situé sur OA, et par p la distance de au 
point de contact de la parabole situé sur OB. 

L'équation générale des paraboles tangentes à OA et OB est 

La condition pour que cette parabole soit tangente & AB est 
L'équation (1) peut aussi s'écrire 

(M)*-M)+—- 

Elle doit pouvoir se mettre sous la forme 

En identifiant [3) et (4)) on a les trois relations 

ik co a 

2k tù 2 

k* — iûh =: I 

pour déterminer k^ «> et h. La seule valeur qui nous intéresse est celle 

de k : 

a* — B> 
k = -. ^.• 

L*équation de Taxe de la parabole est donc 

(o) H — -= o. 

La directrice passant par le sommet du triangle rectangle, Téquation 
de cette directrice est par suite 

X V 

(6) -+^=0. 

L*élimination de a et ^ entre (2), (5) et (6) se fait sans difficulté et con- 
duit à Téquation 

(7) {x^ H- y^)* =[ax- hy) {x^ - y»). 
C'est un trifolium : son équation polaire est 

r =z(a cos ô — 6 sin 0) cos 2Ô. 
Si U désigne Taire de cette courbe, on a 

dU I 

--- = - (a cos H — 6 siu 6)* cos * 26 
a6 2 

dU (a* 4- &>) c« aô . 

ou -r- = ^ ' cos*20 H — co8*20 sm 26 cos* 2O. 

do 4 42 



u = 
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L*aire totale de la courbe est 

^ "V / cos«2ed(26)4-^r / cos>26d(26) / sin2Ôcos«29d(26). 

o y 20=0 V20O= 4,/2«=0 

Or, les deux dernières intégrales sont nulles, et la première a pour 
valeur 2it : donc 

4 
C'est bien la moitié de Taire de la podaire du centre d'une ellipse de 

demi-aies a et 6.. 

EXERCICE ÉCRIT 



88. — On donne une sphère S et un paraboloïde P. Soient 
G, G' deux génératrices rectangulaires, prises dans P, et du 
même système. Une génératrice mobile rencontre : G, en A; 
G' en A'. 

1® Les plans polaires de A et de A', par rapport à S, se 
coupent suivant une droite A dont on demande le lieu géo- 
métrique. 

Ce lieu est une certaine quadrique Q. 

2® Lieu du centre de S, quand ost un paraboloïde. 

Notes sur rexercice écrit 87(*) 

Chan^i^eons d'axes et prenons pour nouvelle oriffine le point (a, 6, c) ; pour 
axe oZf une parallèle à Tintersection des plana P» P^ qui correspondent 
aux équations 

aoî + pî/ -r Y^ + ô = o, a'x + p'y + y'« + S' = OJ 
les plans zox, zoy étant d'ailleurs parallèles aux plans P, P' et le plan 
yox perpendiculaire à oz. Ces axes sont rectangulaires, et, dans ce système, 
Téquation devient 

X* + Y=» H- Z» = 2{h — X)(/i' — Y), 
ou (X — Y)« -h Z« + 2hY -+■ 2h'X — 2W = o. 

La surface est un parabolo!de elliptique. Il n'y a exception que si 
h -h h' =01 alors, l'équation prend la forme 

(X — Y - ^« + Z» 4- ^* = o. 
A cette équation correspond un cylindre elliptique imaginaire. Enfio, 
8ïh = h' =0y réquation représente un système de deux plans imaginaires. 

ÉCOLE POLYTECHNIQUE 

(Concours de 1895.) 

Épure de Géométrie descriptive. 

Un tore à axe vertical a son centre : 1" à 140""" du bord droit de la feuille; 
2" à iSo""" du bord inférieur en projection horizontale, et à 3 lo"* du môme 
bord en projection verticale. Le cercle méridien a 28*°" de rayon, et son 
centre est à 68'"'' de distance de Taxe du tore. 

Une sphère de 24"" de rayon touche Taxe du tore à 40"* au-dessus du 

(*) Ces notes sont de M. G. Tzitzéica, à Bucarest. 
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centre de celui-ci. En projection horizontale, le centre de cette sphère 
est sur la bissectrice de Tangle de deux droites issues du centre du tore. 
Tune, de front, dirigée vers la gauche; Tautre, debout, dirigée vers le haut 
de la feuille. — A cette sphère est circonscrit un cône dont le sommet 
est sur Taxe du tore, à 93°"» au-dessus du centre de celui-ci. 

On demande de représenter par ses projections la parlie du tore supposé 
plein qui est intérieure au cône. — La courbe d^intersection des deux 
surfaces sera en traits noirs pleins pour les parties vues, en points noirs 
ronds pour les parties cachées. 

On indiquera en traits rouges la construction : 1" d'un point quelconque 
de la courbe et de la tangente en ce point ; 2<' d*un point de la courbe 
choisi sur chacun des contours apparents circulaires du tore ; 3* de la 
sphère, ainsi que des parties du tore et du cône en dehors de l'intersection. 

Calcul trigonométrique. 

On donne dans un triangle : la base A = 22.57g'",83 et les deux angles : 
B = 7i022'34",5; G = 39'»5i'2o",6. Calculer A, 6, c, la surface S, et la 
hauteur h correspondant à la base a. 

QUESTION 11(*) 

Solution, par M. Ernest Fougart. 

On donne une parabole P, et un point M (a, p) dans son plan» 
Par ce point supposé fixe, on fait tourner une droite A, qui 
reruiontre V en ketB, et l'axe de la parabole au point G. Par 
les points A. et B, on fait passer un cercle qui touche en D la 
tangente au sommet de la parabole. La droite CD rencontre le cercle 
en un second point E que Von joint au centre du cercle, ce qui 
donne une droite A'. Démontrer que le lieu du point R, point ou 
A est coupé par A', est une parabole, quand A tou?^ne autour de M. 

On expliquera les résultats par des considérations purement géo- 
mélriques. (G. L.). 

Soit 0?* -I- j/* — 2ax — 2by 4- 6' = o, 

réquation d'une circonférence tangente à Oy au point D de 
coordonnées 0, b. Désignons par p Tabscisse de G; Téquation 

de GD est - + -^ — i = o. 

Transportons les axes de coordonnées parallèlement à eux- 
mêmes au centre (o(a, b) de la circonférence. Les équations 
de la circonférence et de GD sont alors 

0?* + y» — a* = o, 
et b{x -h o) -h p(y -h 6) — 6p = o, 

ou bx -h py -h ab = o. 

>■!■■■ ■ — M^— . Il I t 

(*) Signalée comme non résolue, sous le numéro 794 du t. IV du 
Recueil de problèmes de M. Laisant. 
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Le faisceau des droites coD, «dE est alors représenté par 

6* (a;" 4- y'; = {bx + py)*. 
Supprimant y = o, qui représente a>D, on en déduit l'équation 
de A' 

(6" — ^'^)y = 2b^x, 
Revenant aux axes primitifs, Téquation de A' est 
(A') (6« - p«)(y - 6) = 26p(a; - a). 

La droite A joignant C à M(a, p) a pour équation 
(A) . paj + (p - a)y -, pp = o. 

L'équation générale des coniques passant par Â et B, points 
d'intersection de la circonférence et de A, est 
x'4-y* — 2ax — 261/ + 6" +(pa? 4- (0 — a)y — pp)(ua? -4- vy -H m;) = o. 

Pour que cette équation représente la parabole P, Ton ail 

y* = 2px, 
il faut et il suffit' que 

(1) I -4- pu = o, 

(2) Pv -h (p — a)u = o, 

(3) — 26 — p6t; -4- (p — <i)w = o, 

(4) 6* — pôti; = o, 

(S) 2/)(l -h V(p — a)) — 2a 4- pt^ — ppU = o. 

L'équation du lieu résultera de l'élimination do a,6,u,t;,w,p 
entre ces cinq équations et les équations (A) et (A'). Or, (i) (2) 
(4) donnent 

I G — a 6* 

u = —-- t; = i— — — u; = --« 

P ?• PP 

En portant ces valeurs dans (3) et (3), il vient 

2b + p'-j- -6.L^^o, 



/ (p - a)«x 6» 



et 2/> ( I — -^--7^ — ) — 2a 4- — 4- p = o. 

qui peuvent s'écrire 

(6) 26pp-(6«-p«)(p-a) = o, 
et 

(7) 2pp[^* 4- (p - a)»] - 2app« 4- p'fi' 4- 6«p* = o. 
L'équation du lieu résultera de l'élimination de a, 6, p 

entre (A), (A'), (6)et(7j. En tenant compte de (6), (A') devient 
(A') p(y - b) - (p - a)(a; - a) = o. 
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Sous cette forme, on voit que A' est perpendiculaire à A; 
comme d'ailleurs elle passe par le centre du cercle ABD le 
point du lieu situé sur A est le milieu de AB. 

Le problème est alors ramen5 à celui-ci: Trouver le lieu 
des milieux des cordes passant par le point fixe M. 

L'équation aux ordonnées des points A et B est 

Py* H- 2p (p — a) y — 2/>pS = G. 

On en déduit pour l'ordonnée du milieu de AB 



y^- 



P 



ui<^) 



L'élimination de p entre cette équation et (A) donne l'équa- 
tion du lieu 

y (y - P) - P(^ - a) = G. 

Solatlon iféoinétriqae* 

Soit MC une position particulière de A . Considérons les 
paraboles dont les axes sont parallèles à Ox et passant par 
A et B. Elles déterminent 
sur Oy une involution. 

Mais P est une parabole 
de cette famille, et comme 
de plus elle est tangente en 
à Oy, est point double 
de l'involution. Une autre 
parabole est formée de A 
et de la droite de l'infini 
donc le point F, intersec- 
tion de AB et Oy, est point 
central de Tinvolution . 
Une parabole de la famille 
est formée de parallèles à 
Ox menées par A et B. 




Fig. //. 



Ceci posé, si, par les différents points de l'involution pré- 
cédente, on mène des parallèles à Oo?, on détermine une 
nouvelle involution, de base A , dans laquelle C est point 
double, F point central et oii A et B se correspondent. D'où 

FG* = FA.FB. 

Mais FD* = FA.FB, 



140 JOUBNAL DE MATHilfÀTIQUKS SPtfCIALBS 

Donc FC = FD. 

Le triangle FGD estisoscële. 

Or DÎ^ = ËDw = 9o« - ËD} = 90® - DGÏ\ 

Les angles DEco et DCP sont complémentaires. Donc A 
est perpendiculaire .sur A'. Le point du lieu est le milieu 
do AB. 

La droite A et le diamètre de P passant par le milieu de 
AB engendrent des faisceaux homographiques . Le lieu 
cherché est donc une parabole ayant même direction d'axe 
que la proposée, passant par M direction de Ca la tangente 
en ce point étant la direction des cordes conjuguées daos P 
au diamètre qui passe par M. 

QUESTION 388 

Solution* 



Trouver pour n = 00 la limite de 

L(n!) 

— — ^^^^ • 

nLfi 
L(n!) 



(G. L.) 



Posons 



A^n — 



7iLn 

Nous allons démontrer que, pour n = co , Zn a pour valeur 
Tunité. 

1. Nous observerons d'abord que 

(n + i)Ln — nL(n + i) = Ln — L( i + - J • 

On en déduit (*) 

(1) — nhn 4- (n -H i)L(n + i) = L{n + i) -*- i -4- e„, 
e„ désignant un infiniment petit, quand n est infiniment 
grand. 

Cette égalité donne successivement 

hLn - (n — i)L(/i — i) = Ln 4- i -*- en-i, 
(n — i)L(n — r) — (/i — 2)L(n — 2) ~ L(?i — i) 4- i -f- 6„_2, 

3.L3 — i.Li = L.2 +1 4- e|. 



(*) Nous remplaçons, comme on le voit, L(i+-j —Le par 



e»- 
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Oa a donc 

nLn = L(w I) 4- n — i -h e^ 4- e^ . . . 4- Sn-i . 
Soit e la plus petite des quantités e|, e, ... en^i; soit s' 
la plus grande. Nous pourrons alors écrire 

nLn — L(n!) 

I 4- £ < î — ■ < I 4- e'. 

n — I 

D'après cela, s, e' étant deux infiniment petits, on voit, 
incidemment, qae nLn — L(n !) est un infiniment giwfid dont 
l*infinitude est la même que celle de n. 

L'inégalité précédente donne encore 

L(n- i)l 

I 4- e < L?l ^ < I 4- e . 

w — i 

La quantité Ln — -^ ayant pour limite Tunitéetla 

première partie Ln étant infiniment grande, on voit aussi 

que — est un infiniment grand. Ainsi L(w!) estd*une 

infinitude supérieure à celle de n. 

Nous nous proposons de montrer que, 6 désignant rinfinitude 
de Ln, celle de L(nl) est égale à i 4- 0, et nous sommes ainsi 
conduits à rechercher la valeur de Zn, pour n = oo . 

2. Des égalités 

_ Ln ! ^ _ L(n 4- i ) I 

^" ~ nLn' ^'*+* " (n 4- i)L(n 4- i)' 

on déduit 

(n 4- i)L(n -I- i)Zn+i — nLn^n = L(n 4- i). 
En combinant cette relation avec (f), on a 
(n 4- i)L(n 4- i)[Zn-i-i — i] — nLn[z„ — i] 4- i 4- î„ = o, 
et, par suite, 

n(i - ^n)Ln - (n - i)(i - ^ft-.i)L(n - i) = i 4- 6„.,, 

»•• •• • • • • • 

2(1 — Z^)L2 = 1 4- 61. 

Finalement 

n(i — Zn)Ln = (n — i) 4- si 4- ... 4- Sn-ii 
Comme tout à 1 heure, on déduit de là 

I 4- 6 < (i — Zn)Ln < I 4- e'. 

n — I 
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n 
La quantité — -^ — (i — Zn)Ln a donc pour limite i, 

quand n croit indéfiniment. 

n 
Le facteur ayant pour limite i, Ln étant infini, on 

a donc lim z„ = i . 



Un correspondant nous écrivait à propos de cette question : 

^. ,. L(nl) 

Si hm —^ — =1, oîia donc n! = n* pour n = oo? 

^ , 1 . n n — 1 I 

Or le produit . . . _ i\) 

n 11 n ^ ^ 

est divergent ; on s* en assure en appliquant le théorème que vous avez 
indiqué (Journal, 1889, p. 14, § 3). 

Je réponds: il est bien vrai que le produit (1) est divergent, 
mais le raisonnement précédent est inexact. 

L'erreur de notre jeune correspondant, nous tenons à la 
signaler, parce qu*elle a été plusieurs fois faite devant nous^ 
est mise en lumière par la remarque suivante. 

Si Ton pose ô = — » on a 
^ V 

Lô = Lw — Lv, 

. , Le Lw 
et, par conséquent, "T" ~ "f ^ • 

La limite de ^ dépend donc de la limite de = — • 

Lv hv 

Notamïnent, si t; et ô sont des infiniment grands et si 

L.e 

l%m - — = o, 

Lu 
on a lim - — = r , 

Lv 

* u 
bien que — soit un infiniment grand. 

V 

Nota. — Nous avons reçu de M. Droz-Farny et de M"* V* F. Primb des 
solutions reposant sur la formule de Stirling [*) 

(*) Voir, pour la démonstration de cette formule, la Nouvelle Cwrespon- 
dancoy t. VI, p. 354. 
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et une autre démonstration de M. Tzitzbica, reposant sur la double iné- 
galité (V. Serreti Alg. sup, ou Calcul intégral,) 

- L27t — n+ |n +-) Ln< L(n!) < - L27C — n 4- (n -[--) LnH . 

2 \ 2/ 2 \ 2/ I2W 

Maiâ notre but, en proposant cette question, était d'obtenir une démons- 
tration directe, n'empruntant pas les sources citées. 

Q.L. 



QUESTION 390 

Solution, par M. H. Brocard. 



Le carré de la distance du centre du cercle des rebroussements 
d'une hypocycloïde triangulaire à un point quelconque de la courbe 
est égal au carré du rayon de ce cercle, diminué de huit fois le carré 
de la distance du point à la tangente du point considéré. 

(Â. Cazamian.) 

Soient OBB' la circonrérence de rayon a, tritaugente à 
rhypocycloïde, G un point fixe de 
la circonférence, GB, GB' deux arcs <p, 
29, pris en sens opposés, en partant 
du point G (*). 

On a vu que, par définition, la — [^ 1^^177^^^ 
corde BB' est tangente à Thypocy- 
cloïde et que le point de contact s'ob- 
tient en prenant le point M symétrique 
de B' par rapport à B (Le Tnfolium, J. S., 1891, pp. 87, 58, 
eipassim). 

Soit A la projection de sur BB'. OA est bissectrice de 

l'angle BOB' ; donc OA = OB cos U -f- -) ou 

OA = a cos — • 

2 

Le cercle des rebroussements est concentrique au cercle 
et de rayoa triple. Il a donc pour rayon 3a. 

En projetant les segments BB', BM sur OX et OY, on a 
immédiatement les relations 

Xji = 2X^ — Xaf = 2a cos 9 — a cos 2ç, 

y» = 2j/g + y,' = 2a sin (p 4- a sin 29. 




(*) Sur la figure, le point B doit être sensiblement relevé. 
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On en déduit 

OM* = o^S — 4 cos 3(p) = ga* — 8a* cos" — > 
ce qui établit la proposition. 

}i<Ae, — Solutions diverses par M^eyra p. Paimb et par MM. E. Foucart, 
élève au lycée Michelet et E.-N. Barisien. 

QUESTIONS PROPOSÉES 



441. — On considère la cubique aux pieds des normales 
menées d'un point M à une quadrique. Cette cubique ren- 
contre en A, B, G le plan polaire du point M. 

1® Le trièdre MABG est trirectangle. 
2^ Le lélraëdre MABG est conjugué à la quadrique. 
3° La hauteur de ce tétraèdre, issue do M, est la tangente à 
la cubique au point M. {A, Cazamian,) 

442. — La puissance du foyer d'une hyperbole équilatère 
par rapport à un cercle bitangent à Thyperbole, cercle ayant 
son centre sur Taxe non transverse, est égale au carré du 
rayon du cercle. (A, Cazamian.) 

443. — Étant donnée une parabole de foyer F et de som- 
met S, par Tune des extrémités P de la corde focale perpen- 
diculaire à Taxe, on mène la tangente réelle à la développée 
.dont le point de contact est en M. Soit (s le point de 
rebroussement de la développée. Montrer que Taire de la 
figure mixtiligne formée par 

1° Le segment Scy de Taxe; 
2® L'arc <tM de la développée ; 
3® Le segment de droite MP ; 
4® L'arc PS de la parabole 

a pour expression i| • FP^ ^^, _^ ^^^ .^^ ^ 

Le Directeur Gérant, 

O. DB LONGCHAMPS. 

IMPRIMBRIB CENTRALE DES CHEMINS DB FER. 
IMPBIIIBRIBCHAIX, RUBBBROiRB, 20. PARIS. — 1 '1044-5-95. 
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NOTE SUR LE THÉORÈME DE D'ALEMBERT 

(toute équation algébrique ENTIERE 

A UNE racine) 
Par M. Fleurot, iicoDcié es scieaces mathématiques. 



Je me propose, dans cette Note, de faire connaître aux élèves 
de mathématiques spéciales une démonstration du théorème 
de d'Alembert qui se trouve, en substance, dans le célèbre 
ouvrage de Briot et Eouquct sur les Fonctions elliptiques, et 
dont j'ai rédigé une exposition aussi simple que possible. Je 
crois cette démonstration aussi rigoureuse que celles qu'on 
donne ordinairement dans les cours; je lui trouve le mérite 
d'être facile à saisir et à retenir. Elle est basée, non pas sur 
la considération d'un minimum du module du polynôme, mais 
sur la variation do son argument, — élément caractéristique 
de la variable imaginaire; c'est dire qu'elle repose essentielle- 
ment sur le principe de la représentation géométrique d'une 
telle variable. 

Pour épargner toute difficulté à ceux de mes lecteurs qui 
seraient peu familiarisés avec cette représentation géomé- 
trique, je rappellerai d'abord les quelques notions élémen- 
taires suivantes : 

Étant donné un polynôme algébrique entier en z, à coef- 
ficients imagijiaires, que je désignerai par Z; si l'on attribue 
à 2 une valeur imaginaire x -h yi ou r(cosa + tsina), le 




Fig, 1. 




Fig. «. 



polynôme prend une valeur imaginaire de la forme X -h Yt 
ou R(cosA + isin A), qui est fonction continue de ^ : l'ar- 
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gument A de Z varie en particulier d'une façon continue, 
quand z varie d'une façon continue. Il est commode de 
représenter la variable z et la fonction Z, dans deux plans 
différents, par des points ^ et Z (fig. 4 et /îg. 2): quand s 
décrit dans son plan un arc de courbe vm, Z décrit dans le 
sien un arc de cercle MN^, etrargumentdupolynômeéprouve 
une variation égale, en valeur absolue, à l'angle MON. Et 
je ferai remarquer ce fait, capital pour la démonstration que 
je vais donner, à savoir, que si le point représentatif d'unn 
variable imaginaire, par exemple ici le point Z, décrit 




f/ft)-. 3j une courbe simple /"crmee S qui n'engl(^ pas l'origine, 

eu parlant d'un point initial H, l'argument Â, dontlavaleur 

initiale est XOH (à 2ft7r près), et qui varie d'une façon 

continue, reprendra sa valeur initiale quand Z aura fait la 

tour complet de la courbe, de sorte quo sa variation sera égale 

à zéro. 11 n'en est pas de même si l'origine est à l'intérieur de 

lacourbef/^.'fj: l'argument initial XOH, suivi par œnlinuité, 

deviendra, après un tour, XOH + ait, et sa variation ne sera 

pas nulle: elle sera ait eu valeur absolue. En particulier, si 

iino variable z décrit un cercle ayant son centre à l'origine, 

ument variera de + ait ou de — air, selon que Z 

t le tour dans le sens direct ou dans le sens rélro- 

it l'argument d'une puissance entière et positive de 

variera de + awiir ou de — 2mi:, 

évident, d'autre part, que la variation de l'argument 

iiantité imaginaire fonction de z, quand la variable 

: une ligne MN, ou, comme on dit pour abréger, la 
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variation de l'argument le long d'une ligne MN, est la somme 
des variations de l'argument le long des différentes portions 
MP, PQ, QR, . , . RN de cette ligne, ces portions pouvant être 
décrites séparément, mais devant l'être toutes dans le même 
sens suivant lequel la ligne totale est décrite. Cela est vrai, 
en particulier, quand z décrit une ligne polygonale, par 
exemple un contour mixtiligne, le périmètre d'un carré, etc. 

Il résulte d'ailleurs de la règle de division des quantités 
imaginaires que la variation de l'argument d'une fraction est 
égale à la différence entre les variations des arguments de son 
numérarateur et de son dénominateur. 

On sait enfin que, étant données deux quantités imaginaires 
ZQip^ le module de z — p, qu'on représente par |-2? — p|, 
est égal à la distance des points représentatifs de ces deux 
quantités, et que l'argument de <^ — p est l'angle de la droite 
pz avec la parallèle à Ox menée par le point p. 

Ces notions élémentaires rappelées, j'aborde la démonstra- 
tion du théorème. On appelle zéro d'une fonction de z une 
valeur de z annulant cette fonction, et, par extension, le 
point représentatif de cette valeur : je vais donc prouver que 
tout polynôme algébrique entier admet un zéro dans le plan de la 
variable z, et j'établirai même que le nombre total de ses zéros, 
dans tout le plan, est égal à son degré. 

DÉMONSTRATION 

Lemme I. — Si /a variable z décrit un contour simple fermé K, 
n'englobant aucun zéro et ne passant par aucun zéro du polynôme, 
la variation de V argument du polynôme est nulle. 

En effet, soit p un point de Taire limitée par le contour, et 
soit P Id valeur du polynôme Z pour z = p, valeur qui 
est différente de zéro par hypothèse. Le polynôme étant une 
fonction continue, on peut calculer un nombre p tel que si 

|2r - p|< p, 
on ait 

IZ - P|< |PI. 
Si donc le point z décrit (fig. 5) une courbe fermée G 
située à l'intérieur du cercle y décrit de p comme centre avec 
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p pour rayoD, le point Z décrira une courbe fermée C comprise 

à Tintérieur du cercle 
r qui a son centre au 
point P et passe par 
rorigino 0. Et l'ori- 
gine étant en de- 
hors de cette courbe G', 
la variation de l'argu- 
ment de z sera nulle. 
A tout poiot p de 
Taire K, on pourra 
ainsi faire corres- 
pondre un cercle y 
de rajon p tel que, 
^^9» 5. si is décrit une courbe 

fermée quelconque englobée dans le cercle, la variation de 
l'argument du polynôme sera égale à zéro. Soit po 1® P^^s 
petit des rayons p qu'on peut ainsi calculer. Couvrons alors 
l'aire K d'un quadrillage assez fin pour que son carré puisse 
être contenu tout entier à l'intérieur d'un cercle de rayon p©, 
et faisons décrire à z, successivement, dans le même sens, les 
contours de tous les carrés abcd du quadrillage (fig, 6), ainsi 

que les contours mixti- 
K ^^4 — I — I — j — i—py lignes tels que mnp, 

fghk, situés au bord 
du contour K. La va- 
riation de l'argument 
du polynôme le long 
do chacun de ces 
Po contours sera nulle, 
et il en sera de même 
^^- ^' de sa variation to - 

taie. Or, chaque côté de chacun des carrés a été par- 
couru deux foi?, dans deux sens opposés, ce qui a donné 
pour l'argument de Z des variations évidemment égales et 
de signes contraires qui se sont détruites dans la somme; il 
n'est donc resté, dans celle-ci, que les variations relatives 
aux arcs tels que e/", fg, gl, qui constituent le contour K. 




\ 
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Donc la variation de Targument du polynôme le loag du 
contour entier K est égale à zéro. 

G. Q. F. D. 

Lemme II. — Si la variable z décrit un contour simple fei^mé 
K ne passant par aucun zéro, mais englobant un certain nombre de 
zéros du polynôme, la variation de Vargument de celui-ci n'est pas 
nulle : elle est égale, si le contour est décrit dans le sens direct, au 
produit de 2ic par le nombre n des zéros compris à ^intérieur du 
contour, ce nombre étant estimé en tenant compte du degré de mul- 
tiplicité de chaque zéro. 

En effet, supposons qu'il existe à Tintérieur du contour K 
un certain nombre de zéros a,bjC , . . /, et soient «, p, y ... X 
leurs degrés de multiplicité respectifs, de sorte que, par défi- 
nition, le polynôme peut être mis sous la forme 

Z = {z- aY{s - bf ... {z - 0^ 9(z), 

(f{z) ne possédant aucun zéro à Tintérieur du contour (fig,7). 

L'argument de Z est égal à la 
somme des arguments des fac- 
teurs qui le composent. Or, l'ar- 
gument du facteur {z — a)" par 
exemple, est égal à a6, ô étant 
l'argument de ^ — a. Quand z 
fait le tour de K, dans le sens 
direct, 6 varie de 27r, et par suite 
l'argument de {z — a)* varie do ^. ^ 

27ca. De même, l'argument de 

(z — by varie de 27cp, et ainsi de suite pour les autres facteurs: 
seul, l'argument de (9(5) ne varie pas (lemme I). La variation 
de l'argument de Z est donc égale à 

27C (a -t- p + ... -+- X) = 27rw , 

n étant le nombre des zéros englobés par le contour, comptés 
avec leurs degrés de multiplicité, c. q. f. d. 

Théorème. — Un polynôme entier de degré m possède m 
zéros dans, le plan, 

il résulte des deux lemmes précédents que, étant donné un 
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contour K qui ne passe par aucun zéro du polynôme (*), la 
variation de l'argument du polynôme le long de ce contour, 
est nulle si le contour n'englobe aucun zéro, et elle est égale 
à 27rn si le contour englobe un certain nombre n de zéros. 
Nous avons donc un moyen pour reconnaître si un contour 
donné contient ou non des zéros du polynôme : il suffit de le 
faire décrire à j3 et d'évaluer la variation de l'argument du 
polynôme. 
Soit alors 



^m • 



I 

Z = -, 
Z 



z' étant une nouvelle variable que nous représenterons dans 
un troisième plan (plan des z') . 
Le polynôme devient la fraction 

Aq + Aijs' + . . . + KiZ'"" 



Z = 



j^fm 



On sait qu'on peut donner à z un module p' assez petit 
pour que^ pour toute valeur de z' dont le module est < p', 
le numérateur ait le signe de A^ , et par suite ne s'annule 
pas : cela veut dire, géométriquement, que le numérateur 
n'aura aucun zéro à l'intérieur ni sur la circonférence du 
cercle décrit, dans le plan des z' , de l'origine o' comme 
centre avec p' pour rayon. Imaginons alors que z' décrive 
ce cercle dans le sens rétrograde : l'argument du numérateur 
aura une variation égale à zéro (lemme I); quant au dénomi- 
nateur «'"*, son argument variera de — 2mn , de sorte que 
la variation de l'argument delà fraction sera égale à h- 2m:r. 
Or, quand z' décrit ainsi le cercle p', il est facile de voir 
que z décrit, dans le sens direct, un cercle de rayon 

p = — > ayant son centre à l'origine. Nous arrivons donc à 

P 
ce résultat que, z décrivant une courbe fermée (le centre p), 

(*) ;Nous avons eu soin de toujours supposer que le contour ne passait 
par aucun zéro du polynôme, parce que, si le contour passait par un 
zéro, la courbe décrite par Z passerait par Torigine du plan des Z , et 
Targument de Z variant tout d'un coup, de ir, en ce point, ne pourrait 
pas être suivi par continuité on est prié de le vérifier sur une figure). 
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Targument de Z varie d'une quantité 2Wi:r différente de 
zéro; cette courbe fermée ne passe d'ailleurs par aucun zéro 
de Z , car le cercle p' ne contenait aucun zéro du numéra- 
teur. Le polynôme possède donc au moins un zéro, à l'inté- 
rieur du cercle p , et le théorème de d'Alembert se trouve 
démontré. 

Mais nous pouvons aller plus loin. Tous les zéros que Z 
peut avoir dans le plan sont contenus à l'intérieur du cercle 
p . En effet, aucune valeur de js' ne peut annuler la fraction 
si elle n'annule le numérateur, et toute valeur de z' qui 
annule le numérateur annule la fraction, car celte valeur est 
autre que ^' = o ; donc les zéros du polynôme sont ceux du 
numérateur; or, le cercle p' n'en contient aucun et ne passe 
par aucun d'eux : donc les zéros du polynôme sont, dans le 
plan des z\ tous à l'extérieur du cercle p', et par conséquent, 
dans le plan des ^, tous à Tinlérieur du cercle p. Le 
lemme II nous indique alors qu'ils sont au nombre de m , 
et nous démontrons ainsi, du même coup, que le nombre 
total des racines d'une équation algébrique entière est égal à 
son degré. 

LES AXES OBLIQUES 

ET LES CONDITIONS DE PERPENDIGULARITE 

(Suite, voir page 124.) 



10. Éléments du trièdre de référence. — Si l'on prend sur les 
axes 0x,0y,0z des longueurs OA, OB, OG égales à l'unité; 
le parallélipipède ayant ces droites pour arêtes a un volume 
Aq donné par la formule (V. £?. il., p. 10). 

I COS V COS {X 
COS V l COS X 
COS [X COS X I 

Cette formule, à l'endroit cité, est démontrée par des consi- 
dérations de géométrie élémentaire; les conséquences que 
nous allons en tirer peuvent donc être introduites, au besoin, 
dans les problèmes élémentaires. 
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1® Abaissons, de G, une perpendi- 
culaire GH sur le plan yOx et tra- 
çons OH. L'angle GOH ainsi formé 
est Tangle de Oz avec le plan j/Oa? et 
Ton a 

Ao= OA.OBsinv x GH 

= OA.OB.OCsinv.sinGOH, 

et, par conséquent. 



a; 



sin (O2, xij) = 



sm V 



n 



w 



y 

sin (Ox, yz) 



Nous pouvons donc écrire les for- 
mules suivantes : 
sin (Oy, zx) _ sin {Oz, xy) __ . 

^■^— — — ^— ^— — __ ■ — i*A • 



feinX sin ]j, sin v 

1^ Abaissons, de H, HA' perpendiculaire à Ox et traçons 
G A'. On observera que GA' ;= sin jji, et que GH = sin(0^, xy) 
= GA' sin {zx, yx). 

On a donc -r-^ = sin u. sin (zx^ yx), 

sin V 

et, par conséquent, 

sin (xy, xz) sin (yz, yx) _ sin{zx, zy) _ 

I "" I I 



= A. 



sin V sin X 



sin X sin u. 



sm fx sin V 

11. Équation générale des plans perpendiculaires aiujc axes. — 
Si Ton considère Taxe Oa: par exemple, l'équation générale 
des plans perpendiculaires à Ox est 

X -h y COS V 4- i5 C03 fX = ^, 

t représentant la distance de Torigine à ce plan. 

12. Équation générale des droites perpendiculaires aux plans 
de coordonnées. — Une droite perpendiculaire au plan yOx 
peut être considérée comme Tintersection de deux plans res- 
pectivement perpendiculaires aux droites Ox, Oy. Elle est 
donc représentée par les équations simultanées 



(*) Le mémoire de M. da SUva, elle plus haut (p. 107), débute par cette 
remarque. 



f 
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X -h y C03 V -h 5f COS |X = t, 
05 C08 V 4- J/ -4- S COS X = 6. 

En particulier, la normale au plan yOx, menée par l'origine, 
a pour équations 

X __^ y ^ z 

coB X COS V — COS \L COS {x COS V — COS X sin" v 
Une normale au plan j/Oo?, passant par un point (a?^ , yo> ^q} 
est donc représentéo par les équations 

X - Xç, ^ y - yo ^ iJzJî. 

COS A COS V — COS fx COS (X COS V — cos X sin* v 
13. Plans projetant les axes sur les plans de œordoanées^ — Si 
nous prenons un point C sur Ojs, la perpendiculaire CH 
abaissée, de ce point, sur yOxy a pour équations 

X ^ y _ f_Z_fo, 

cos X cos V — cos ix COS (x COS V — cos X "" sin' v 
Les coordonnées de H, projection de G sur yOx^ sont donc 

-7— r^ (cos X cos V — cos fx), 

in'v ' 



si 

(cos [X cos V — cos X). 



-z^ 



sin' V 
Uéquation du plan jsOH, est donc 

X y 



cos X cos V — cos [X cos jx cos V — cos X 
Incidemment, on retrouve une propriété élémentaire des 
trièdres: ce plan et les deux plans analogues (les trois plans 
hauteurs du trièdre, comme on les appelle) passent par une 
même droite. Celte droite correspond aux équations 
aî(cos|xcosv— cosX)=j/(cosvcosX— cos[x)=^(cosXcos(x— cosv). 

(A suivre,) 

ESSAI HISTORIQUE 

SUR LA THÉORIE DES ÉQUATIONS 

Par M. Aubrj. 

(SuUe^ voir page 127.) 



On sait que Descartes a imaginé la construction générale 
des équations des troisième et quatrième degrés par les inter- 
sections d'un cercle et d'une conique. Il donne comme exemple 

JOURNAL Dl MATH. SPiC. — 1895. 5* 



154 JOURNAL DE UATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

la solution résullant de la considération des intersections du 
cercle x* -h y* -^ (p — ï)x + qy -h r = o et de la parabole 
y* = X, dont les ordonnées satisfont à la question (*). 

Wallis, dans une lettre à Brouncker, datée de 1662, propose, 
pour résoudre l'équation cubique, de couper la parabole 
cubique par une droite. On représenterait aujourd'hui ces 
deux lieux par les équations 

^' = y> y -¥ px -4- g = o. 

On a reproché à cette solution d'être un cercle vicieux, en 
ce sens que la construction de la courbe au point cherché 
demdnde la connaissance de ce même point, et que Wallis eût 
dû, à l'appui de sa construction, donner un instrument sus- 
ceptible de décrire cette courbe d'un mouvement continu. Ce 
reproche n'est fondé qu'en théorie, car, on pratique, il suffira 
de points assez rapprochés pour pouvoir dessiner correcte- 
ment la courbe. Dans ce cas, la construction de Wallis peut 
être fort utile pour donner une première approximation. C'est 
d'ailleurs ce qu'a pensé Monge, qui a retrouvé ce procédé 
(Correspondance sur V École polytechnique^ 1813). Bérard, de son 
côté, avait eu la même làèQ (Opuscules^ Paris, 1810), en faisant 
observer que, étant donnée la forme de la courbe, qui s'éloigne 
rapidement, de chaque côté, de l'axe des abscisses, il était bon 
de la construire en réduisant les ordonnées dans un rapport 
constant, et qu'on peut n'en construire que la moitié supé- 
rieure, à cause de sa symétrie. Bérard fait voir, en outre (Nouv, 
méth.)^ que la même courbe x^ = j/, combinée avec un cercle, 
résout l'équation du quatrième degré. Saint-Loup a remarqué 
depuis que, combinée avec une parabole, elle sert pour les 
cinquième et sixième degrés. 

On doit à Newton (Arith, univ,) des constructions très com- 
modes pour le cas de l'équation cubique : voici les prin- 
cipales. 

Soit x* -^ qx -h r ■= o. On prendra (fig, 25) KA égale à 
une indéterminée n réglée de manière à n'avoir que des 

(•) Sédillol croit avoir retrouvé la cDnstruction de IVquation cubique 
par un cercle et une parabole dans un manuscrit arabe dont il n*a pu 
indiquer la date. 




;• 
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figures commodes et sans angles trop aigus; KB = - du 

même côté que K si </ est positif 
et du côté opposé dans le cas 
contraire , KA =4-7. On déter- 
minera ensuite le milieu G de BÂ, 
on décrira la circonféreoce KCX 

T 

et dans celle-ci la corde GX = — • 

Si on inscrit la corde EY passant "^ 
par K et égale à GA, XY sera 
une racine (*). 

Soit a?' + px'^ H- r = o; on prendra Kà = — ^ KB = p du 

même côté si r et p sont de mômes signes et inversement; 
par le milieu G de BA, on inscrira la corde CX = n, et on 
mènera la droite KEY telle que EY = GA. : KE est une 
racine. 

Soit réquation x^ 4- px' + ça; 4- r = o, dont les racines 
ne sont ni toutes positives, ni toutes néga- 
tives. 

1® Soit q négafif : on prendra (fig, 26) 

V 

KA = - , KB = p, du même côté de K si » 

q 

et - sont de siernes dijQférents, et inverse- 

. q 

ment. Au milieu G de AB, on élèvera la 

_ ' Vin 9ft 

perpendiculaire GX = \/qy et on inscrira 

la droite KYE telle que YE = AG : KE est une racine. 

2« Soit q positif. On fera KA = \/— » ^^ = ^» ^^ 

môme côté de K si ces deux expressions sont de signes dif- 
férents, et inversement. Au milieu G de AB, on élèvera la 

(*) Au lie!i de la loQ:;ue démonstration de Newton, on vérifiera facile- 
ment la construction k Taide des relations suivantes, qui sont immédiates : 
EY.KA.CX = XY.GA.EK, KY* = XY* -h KX« 4- 2.XY.KX cos KXY, 

XG 
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perpendiculaire CX=p, et on inscrira la droite KYE, telle 
que EY = AG : XY est une racine. 

Soit a;» 4- paj* -4- çx -f- r = G, q pouvant être nul. On pren- 
dra n quelconque, GD = i/- (fig. 27 et 28). Si pr < o, on 

construira (fig. 27) un cercle de rayon GD. Si pr > o, on 
décrira de P (fig. 28) et de Tintervalle GG un cercle coupant 





^ Fig, S8, 

GA en H. Du contre G (fig. 27 et 28) et de Tintervalle GH, 

on décrira le cercle PBE; on prendra GA = — , de 

'^ n np 

G vers G si cette quantité est positive, et inversement; on 
tirera GEY de manière que EY = p: EG est une racine. 
Soit enfin rc» ± px» + ça; — r = o. On prendra (fig. 29) 

AG = - ; du milieu F de AG, FK = GL = - p vers A 

A si jo est positif, et inversement; on élè- 

vera la perpendiculaire FQ = \/qj et en Q, 
la perpendiculaire Q(J. Supposons qu'une 
équerre FED se meuve de manière que 
le côté EP passe toujours par le point P 
distant de F d'une longueur égale à 
AG, et que le poiut D de Tautre côté et 
distant du sommet de la même longueur 
glisse sur FG; prenons sur DE la 
longueur EG = AR; du point oîi le lieu de G coupe LG, on 
abaisse la perpendiculaire GB: LB est la racine cherchée ('*'). 

(A suivre ) 

(*) La cissolde ordinaire^ la stropho!de et les mécanismes imaginés pour 
la solution de la duplication du cube et de la trisection de l'angle, 
peuvent dyidemment être employés à la résolution des équations cubiques. 




Fig. %9. 
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EXERCICES 

Par M. Barislen. 

{SuUey voir page 90.) 



66. — Etant donnée une parabole, par un point P pris sur la 
tangente au sommet, on mène une sécante qui rencontre la pai^àbole 
en k et ^. On considère sur la normale en A le point a du 
théorème de Frégier (tel que les hypoténuses des triangles rectangles 
inscrits dans la parabole et dont le sommet de V angle droit est en 
A, passent toutes par ce point a j ; on considère de même le point 
b de Frégier situé sur la normale en B. Montrer que : 

1® Les deux droites AB et ab sont égaletnent inclinées sur 
Vaxe de la parabole \ 

2® Les longueurs AB et ab sont égales; 

3® A toutes les sécantes AB passant par P, co7Tespondent 
des droites ab passant par un point fixe Q; 

4® Lorsque le point P se déplace sur la tangente au sommet, la 
droite PQ passe par le point de rebroussement de la développée de 
la parabole. 

67. — L'enveloppe des cordes G inscrites dans une parabole P, 
et telles que la droite D qui joint les centres de courbure des extré- 
mités de la corde G passe par le sommet de la parabole, est une 
hyperbole. 

Le lieu du point de rencontre des droites G et B est une courbe 
du 5® degré, 

68. — Par le foyer d'une parabole on mène une corde quel- 
conque G. 

1® L'enveloppe de la droite D qui unit les centres de courbure 
des extrémités de la corde G est une hyperbole; 

2« Le lieu du point de rencontre des droites G e^ D est une 
ligne droite; 

3® Si par le foyer, on mène deux cordes rectangulaires G et 
G', les droites D et D' correspondantes se rencontrent sur une 
droite fixe. 
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69. — On donne une parabole P et une droite i, perpendicu- 
laire à son axe. D'un poiiU Q quelconque de A on mène les deux 
tangentes à la parabole dont les points de contact sont M et M'. 
Les normales en M et W se rencontrent en N. 

Montrer que : 

i' Le cei'cle circonscrit au quadrilatère QMM'N enveloppe une 
cubique ; 

2" Le lieu de son centre C est une parabole ; 

3" Le cercle circonscrit au triangle QMM' rencontre la parabole 
en deux autres points M, et Ml. Le lieu du point de renconire 
des côtés et des diagonales du quadrilatère MM'M,M'i se compose 
de la directrice et d'une cubique. 

i" Lorsque la droite ù passe par le foyer, la droite NQ enve- 
loppe une parabole. 

5° Le lieu des pôles de la corde M,M', par rapport à la para- 
bole, est une ligne droite. 

Le lieu des pôles des cordes autres que MM' et M,M',, d'inter- 
section du cercle QMM' et de la parabole, est une quartique. 

6° Le lieu du point N est une parabole. Lorsque la droite i 
se déplace parallèlement à elle-même, la parabole lieu du point N 
a pour enveloppe la développée de la parabole P. 

7" Le lieu du centre de gravité G du triangle QMM' est une 



8° Le lieu de Corthocenlre H du triangle QMM' est une ligne 
droiie. 

9° Le lieu du centre de gravité G' du triangle NMM' est une 
parabole. 

10° Le lieu de l' orthocentre H' du triangle NMM' est une para- 
bole. 

Il" Le lieu du point de rencontre des deux paraboles {7°) e/ (10°^, 
lorsque 4 se déplace, est la parabole P. 

i»a r — qf^ ^ droite 4 est la directrice, les orthocentres et 
gravité des deux triangles QMM' c( NMM' sont sur 
'igné droite parallèle à l'axe. 

En supposant que, dans la question précédente, i est 
l'axe de P au lieu de lui être perpendiculaire, montrer 
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1® Les divers lieux de N, G, G, H, G' et H' sont des lignes 
droites; 

2° Le cercle circonscrit au quadrilatère QMM'N enveloppe une 
ellipse; et loî^sque A se déplace parallèlement à elle-même^ lellipse 
enveloppe une quar tique. 

3° La droite QN enveloppe une parabole. 

4° La droite CHG enveloppe une parabole, 

o^ La droite GH'G' enveloppe une parabole. 

71. — On donne une parabole P. Par un point Q du plan 
on mène deux tangentes dont les points de contact sont M et M'. 
Les noi^males à la parabole en ces deux points se rencontrent en N. 

/® Le lieu des points Q tels que le point N soit situé sur la 
parabole P, se compose d'une ligne droite et d'une cubique; 

2® Dans ces mêmes conditions, la droite MM' pa^se par un 
point fixe ou enveloppe une cubique. 

72. — Le lieu des points P tels qu'en abaissant les trois nor- 
males à une parabole, la droite qui unit le centre de gravité à 
rorthocentre du triangle des pieds des normales, passe par le point 
P, se compose de deux droites, 

73. — On considère une corde AB d'une parabole donnée. 
Soient A' et B' les points où les normales à la parabole, en k et 
B, rencontrent la développée aux points autres que les centres de 
courbure. Les droites AB telles que les droites A'B' correspon- 
dantes soient parallèles à A 13, enveloppent une parabole. 



CORRESPONDANCE 



L'auteur de Tarticle sur les figures semblables {J. M. S. 1895, 
page 12) nous adresse la rectification suivante : 

Le lemme que j'ai indiqué n'est vrai que dans un cas parti- 
culier ; il faut se borner à dire : Deux figures planes semblables, 
disposées d'une manière quelconque dans V espace, peuvent être pro- 
jetées orthogonalement, sur un même plan, suivant deux figures 
directement semblables. 

Pour obtenir la direction du plan de projection, on consi- 
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dëre une des figures données ABU, et une figure ÂBjC^, 
égale à cette première, et homothètique à la seconde a^y : 
tout plan parallèle aux droites BB^ et GO, donne des projec- 
tions égales abc, ab^c^ . 

Deux cas peuvent se présenter : 1® les projections abCy ab^c^ 
sont directement égales et, par suite, les projections de ABC 
et de agy sont directement semblables; !2® les projections abc, 
ab^c^ sont inversement égales ; alors les projections de ABC 
et de AB^Gi coïncident sur le plan bisecteur intérieur; par 
suite, les projections de ABC et de a^y* sur ce même plan, 
sont directement semblables; de plu?, elles sonthomothétiques. 



CONCOURS GENERAL DE 1895 

Solution, par M. Ernest Foucart. 



On donne une courbe du troisième degré C, définie par les 
équatiom 

X = 6X*(jL, 
y = 6X{x«, 

3 = X« 4- [A*, 

oii Xetik définissent deux variables indépendantes que, pour abréger, 
nous appellerons les coordonnées du point gl de la courbe G,. 

/® Trouver la valeur qui doit lier les coordonnées des trois points 
a^ , a, , a, de la courbe Gj pour que ces trois points soient en ligne 
droite. 

2^ Trouver la relation qui doit lier les coordonnées des six points 
^1 » flî , a, , 84 , a, , a^ de cette courbe pour que ces points soient 
sur une conique. 

Déduire, de là, la condition nécessaire et suffisante pour que, par 
trois points a, , a^ , a, de G, , on puisse faire passer une conique 
Gj tcmchant G, aux points ai^aj^a,. 

Les côtés du triangle a^ , a, , a^ coupent G, en des points b^ , bj , b, 
situés sur une droite D. 

Les droites qui touchent la cowbe G, aux points aj , a^ , a^ la 
coupent en des points c^ , Ca , c, situés sur une droite A. 



\ 
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La droite D étant donnée, quel est le nombre des coniques Gj 
qui lui correspondent? 

La droite A étant donnée, quel est le nombre des œniques C^ 
qui lui correspondent ? 

1® Les paramètres ^ = / des points d'intersection de la 

cubique C3 et de la droite 

ux -h vy -h wz = o, 
sont donnés par Téquation 

(1) wt^ -h 6vt^ -h 6ut -*- w = o. 

Ces paramètres vérifient la relation cherchée 

2" Les paramètres des points d'intersection de la courbe et 
de la conique 

A.X» -+- AV -h A "5* + 2Byz -h 2B'zx -h 2B'xy = o, 
sont donnés par Téquation 

( k"t' H- i2B^* -f î3(3A' + By 4- 2(36B" + A^ji» 
^^^ / H- 12(3 A + B)t^ + 12B7 4- A" = o. 

Ces paramètrej satisfont à la condiiion 

La conique considérée sera tangente à C, , en trois points 
«1 » û^i » «s j si le premier membre de (2) est un carré parfait. 
Si Ton pose A''= i , cette expression ne peut être le carré que de 

/8 4- 6Br- + £6B7 -h £ 
ou e est égal à -4- 1, ou à — i . Si e = 4- i , t^t^ts = — i . La 
conique est une droite double, ce qui ne correspond pas à 
rhypothèse faite. Il convient donc de prendre s = — i. Les 
paramètres des points a, , a, , a, satisfont alors à la relation 

Soient tl, ti, t^ les paramètres des points a,, a,, a,. 

On a tit^t^ = -- I ; 

et comme t^tj^ = i 

il en résulte fj/g^rr — i. 

Donc 61, 6,, 63 sont sur une même droite D. 

Soient ^i,^%,^s les paramètres des points c^^c^,c^, 

on a /jô = — I ; 

or fj^g/j = — I 

par suite ^i^s^s = — i . 
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Les points C|, c^y c, sont donc sur une même droite A. 
Des relations précédentes on déduit 

A une droite D correspond donc une seule conique G,, On 
a de même 

hy^tih devant être choisis de façon que t^t^t^ = i, on voit 
que, è une droite A, correspondent quatre coniques G,. 



ÉCOLE POLYTECHNIQUE 

(Concours de 1895.) 



Composition de mathématiqnes. 

On donne: d'une part, deux droites D et D' ne se coupant pas; d'autre part, 
deux autres droites A et A' ne se coupant pas. On considère une droite vatiable 
X passant par Vorigine O, et située dans le plan de coordonnées XOY. 

4^ Former l'équation de la surf ace du deuxième degré S qui contient D,D',>. 

:^«» La surface S, et la surfa^ce analogue S qui contient A, A' X, se coupent y 
en dehors de X, suivant une certaine courbe. Trouver la surface; lieu géomé- 
trique de cette courbe^ lorsque X décrit XOY. 

5* Déterminer les droites situées sur cette surface. 

k" Étudier complètement cette surface dans le cas particulier oii les quatre 
droites D, D', A et A' sont quatre génératrices d*un même système d'un hyperbo- 
loîde qui passe au point ; et montrer que, dans ce cas. le lieu comprend un 
plan qui demeure invariable lorsque les quatre droites décrivent, respectivement, 
des plans passant par le point 0. 

JV. B. — On conservera les notations indiquées. 

On pouvait observer d'abord que le plan fixe proposé n'avait aucune 
influence sur le résultat ; celui-ci restant le même, quelle que soit la direc- 
tion donnée à la droite X, dans l'espace. 

En effet, par X, menons un plan P, arbitrairement. Ce plan coupe D, D' 
aux points a, a'; A, A', aux points a, a^; soit w le point commun aux 
droites aa\ olol. La droite aa' représente, avec X, l'intersection de Hj) jy ^(•) 
avec P ; aa' représente, de même, la seconde droite d'intersection de h/ ^r 5^ 
avec le plan P. Le point w est donc un point commun aux deux hyper- 
boloïdes Hp ^f ^ H^^^r ■^. c'est un point du lieu géométrique demandé. 

(*) Nous représentons, d'une façon générale, par H^n ^ l'hyperboloïde 
qui correspond à trois droites, désignées elles-mêmes par les lettres a, p. Y- 
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D'après cette remarque, on pouvait dôânir celui-ci de la manière 
suivante : 

On donne quatre droites A, B, G, D et tm point O. Par O, on mène un 
plan quelconque qui coupe les droites fixes données aux points A, B, G, D; les 
droites AB, GO se coupent en un point u) dont on demande le lieu géométriqtte . 

On reconnaît là, k la forme près, la génération de Schrœter pour les 
surfaces cubiques (*). 

1* Pour nous conformer aus conditions imposées, nous supposerons 
que la droite X reste mobile dans le plan yox. 

Il existe un hyperboloïde Hd ^r ^^ passant par D, D% ox ; nous le repré- 
senterons par H = o ; on observera d'ailleurs que, pour ^ = o, on doit 
trouver la droite ox^ et une seconde droite, celle qui passe par les traces 
des droites D, D', sur yox. Nous représenterons cette droite par u=zo. 

Représentons, de môme, par H'=o Thyperboloïde ^d i/ oy'^ l'équation 

(1) mH4-H' = o, 

représente un hyperboloïde passant par D, D' et dont la section par le 
plan z = o est 

muy + Ma? = o. 

Gette section se compose de la droite u = o, et d'une droite X passant 
par Torigine et correspondant à l'équation my -{- x = o. 

On voit de la môme façon qu'en représentant par K = o, K' = o les 
équations des byperboloïdes H^^ ^/^ ^^j H^^ A^o1/> l'équation 

(2) mK-hK' = o, ' 
représente un hyperboloïde passant par A, A' et X. 

2* En éliminant m entre (1) et (2), l'équation 

(3) HK^-H'K=ro, 

représentera le lieu cherché, quand elle sera débarrassée du facteur singu- 
lier 3 = o. 

En posant 

f.. ( H = ^P + uy, H' = «Q + ux, 

^*^ î K r= jïR+ vy, K' -h ^S + vx. 

L'équation ^3) prend la forme 

(5) (^P + uy] {zS + vx) = (sR -\- vy) [zQ + ux). 

Le terme uvxy disparaît de chaque côté et le résultat est divisible par 
%\ on a ainsi l'équation de la surface cubique en question £. 

3<> Sur les surfaces cubiques, on sait, quand on a franchi l'étude des 
quadriques, qu'il existe, en général, 27 droites qu'on distingue en droites 
réelles et droites imaginaires. Ges dernières se distingueat, elles-mêmes, 
en deux catégories, suivant qu'elles admettent, ou non, un point réel. 
La génération de Schrœter met en évidence quelques-unes de ces 
droites (voyez loe, cit. y p. 46). En voici l'énumération : 

La figure fixe donnée est constituée par un point et par quatre 
droites. A, B, G, D; la figure mobile par un plan P rencontrant ces 
droites aux points a, &, c, c{; soit cd un point du lieu, point de ren- 

(*) La génération, à laquelle nous faisons ici allusion, est celle qui est 
rapportée dans l'ouvrage de M. F. Dumont, ouvrage dont nous avons 
rendu compte ici-môme (Journal, 1894; p. 163) et qui a pour titre: Essai 
dune Ihéoiie élémentaire des surfaces du troisième ordre. On trouvera la 
génération en question & la p. 45 de cet ouvrage. 
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contre des droites a&, cd. Dans ces conditions) quelles sont les droites, 
qui, a prioriy appartiennent à la surface cubique, lieu de w? 

l" Les quatre droites A, B, G, D font partie du lieu. En effet, si par 
un point M, pris arbitrairement sur A, on mène une droite \l rencon- 
trant G, D le plan (O, (i.) donne, pour le point a> du lieu, le point M 
lui-même. La droite A fait partie du lieu ; même conclusion pour 
B, G, D. _ 

2* Le plan (O, a) coupe les droites, G, D en deux points qui déter- 
minent une droite A'. La construction de Schrœler, appliquée à co 
plan, donne pour b> un point quelconque de A^ 

On obtient alors quatre nouvelles droites, A', B^ G', D' appartenant 
à la surface. 

3* Les droites x, 6, qui, passant par 0, s'appuient sur A, B, d'une 

part; G, D, d'autre part; font partie do S. 

(Le plan Ax coupe S suivant les droites A, x et aussi suivant une 
troisième droite a puisque la surface est cubique. Mais les droites qu'on 
obtient ainsi sont celles que nous avons déjà trouvées, les droites A', 
B', G% D'.) 

Le plan (x, 6) donne une autre droite située sur S. 

4* Il existe deux droites p, <t (réelles ou imaginaires) s'appuyant sur 
les droites données. Lorsque P passe par l'une d'elles, w est un point 
arbitraire de cette droite; elles font partie de la surface. 

5» La droite p rencontrant A, le plan Ap coupe S suivant une 
troisième droite. 

En appliquant cette remarque aux quatre droites, on a, pour p, quatre 

droites situées sur 2. Getto observation peut être faite pour a. Ainsi, 
huit droites sont données par le tableau suivant : 



K 


B, 


G„ 


D„ 


P' 


e» 


?» 


? 


K, 


»., 


^^, 


D, 



6** En observant, dans l'énumération précédente les droites qui se cou- 
pent, les plans passant par deux droites sécantes donnent une 3« droite. 
On obtient ainsi les 27 droites. 11 faut seulement, c'est la seule difiSculté, 
distinguer celles qu'on retrouve ainsi plusieurs fois. 

4'» Supposons que A, B, G, D appartiennent à un hyperboloïde H, 
passant par 0, et soient des génératrices du même système X. Parle 
point passe une droite. OZ du système opposé X' et une droite OZ' du 
système X. 

Tout plan P, passant par OZ', coupe H suivant une seconde droite A, 
et celle-ci rencontre A, B, G, D. La construction de Scbrœter, appliquée 
au plan P, donne tous les points de A. L'hyperboloïde H fait donc partie 
du lieu qui, dans le cas particulier proposé, se décompose. Avec H, on 
a un plan; celui-ci est obtenu en considérant les plans qui, passant par O, 
ne contiennent pas OZ. 

Gonsidérons deux plans, passant par ; l'un P, fixe, coupe les droites 
données, aux points a, 6, c, d; l'autre P', mobile, aux points a', b', c', d' ; 
les droites abjCi^ se coupent en w; a'b%c^d', en w'. Je dis que ww' 
rencontre OZ. 

En effet, les plans P, P' coupent H suivant deux coniques y, Y ; soient 
06, 06', les tangentes en O à ces coniques. Les droites OZ, OZ', 06, 06' 
sont situées dans un môme plan ; plan tangent, à H, au point 0. Le 
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théorème de Desargues et la conalraclion classique (*) qui sert à trouver 
la branche correspondante d'une branche donnée, dans une involution 
définie par quatre droites données, prouvent que O'o), Otù' sont, dans les 
plans P, P', les branches qui correspondent aux tangentes 06, 06' dans 
les involulions des faisceaux (0, abcd), (0, a'b'c'd'). La droite ww' esi 
donc située dans le plan qui est le conjugue du plan langent en 0, à H, 
dans rinvolution qui est définie par les quatre plans (0, ABCD), plans 
passant par OZ. 

Cette quatrième partie, inexacte dans la forme donnée à Pénoncé, aurait 
pu être formulée en disant : ... un plan qui demeure invariable quand le 
PLAN TANGENT IN 0, A l'hyperboloïde, RESTE FIXE; OU. bien, cu remplaçant 
les mots un plan qui demeure invainable par ceux-ci un plan qui passe par 
UNE DROITE FIXE; OU autrement encore (**)... Mais Part de remettre au point 
un énoncé inexact est une œuvre bien délicate, surtout, ce qui est le cas, 
quand l'erreur n'apparaît pas immédiatement et qu'elle est susceptible de 
corrections ciiverses. 

Quoi qu'il en srit, en corrigeant, d'uEC façon ou d'une autre, cet énoncé 
inexact, od aurait pu en faire la partie importante de la question posée. La 
géométrie analytique peut, en eflét, assez facilement —et de plusieurs ma- 
nières — aborder lasolutionde cette quatrième partie. Le calcul, en dehors 
des notations abrégées que nous avons utilisées plus haut, présente au 
contraire un intérêt très contestable dans les deux premières parties. La 
solution analytique demandée pour ces deux paragraphes ofire peu de 
simplicité, quand on introduit, à la manière ordinaire, la nolation expli- 
cite et Ton peut douter que cette fastidieuse écriture puisse donner une 
indication bien sûre au sujet de la force respective de la grande masse 
des candidats. A quelques exceptions près, elle servira plutôt, c'est à 
craindre, à diUérencier, dans le mauvais sens, ceux de ces candidats 
qui joignent, à uce foi robuste, cette inaltérable patience, nécessaire 
aux lourds calculs, de ceux qui, plus délicats, plus habitués aune analyse 
élégante, ont répugne à ces calculs, et qui ont, pour cette raison, proba- 
blement, longtemps et vainement cherché une issue qu'ils ne pouvaient 
trouver. 

Remarque I. — Nous avons pris, pour établir géométriquement la pro- 
priété visée par la quatrième partie, et corrigée comme nous l'avons 
montré, la génération de Schrœter. Il étiit tout aussi facile d'arriver au 
même but en adoptant la génération imposée par Ténoncé. 

Conservons, comme le demandait Pénoncé, les notations indiquées. 

(*) Nous rappellerons ici cette construction : Etant données dans un 
plan P (juatre droites concourantes OA, OB, OC, OD ; elles définissent une 
involution. Soit OT une droite quelconque du plan P, on trace une 
conique quelconque F passant par 0, tangentiellement à OT ; F vient 
couper le faisceau donné aux points A, B, C, D; les droites AB, CD se 
coupent en o); Oo) est la droite qui correspond à OT, dans l'involution 
considérée. 

Ce théorème est très connu. 

Le fait que le lieu décrit par w est une droite, quand F varie en 
n'étant assujettie qu'à rester tangente à la droite fixe OT, est une consé- 
quence apriorij assez curieuse, de Phomogénéité des formules. 

(**) Voyez la remarque III, à la fin de cette note. 
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L'hyperboloïdo H et l'hyperboloïde H^^d'oa se coupent; ils ont en commun 
les génératrices D,D^ et leur intersection est complétée par deux autres 
génératrices qui sont les génératrices 6,0'| de H, du système autre que 
celui de D,D', et qui passent respectivement par les points 0,A, points 
communs à H et à la transversale mobile OA. 

De même H et H^^r ^^ se coupent; outre les génératrices A,A', celte 
intersection comprend les droites 6,6', déjà trouvées. 

Alors les deux hyperboloïdes Hd^d'.oa» ^i,^',ox ^^ coupent suivant 
quatre droites : OA, 6, 6% x. 

OA engendre le plan yox; reste fixe; 0^ engendre Thyperboloïde 
donné H. Il reste une quatrième droite t; celle-ci rencontre et passe 
par le point &> que nous avons défini plus baut. Le lieu décrit par la 
droite t est donc un plan. Ce plan contient: la génératrice de H qui, 
passant par O , est du système différent de celui auquel appartiennent 
les droites D, D', A, A^ On retrouve, par ces considérations, le résultat 
obtenu plus baut, en prenant pour base, de la démonstration, la génération 
de Scbrœter. 

Remarque IL — On peut encore observer que la surface S, dont il est 
question dans cet exercice, est une surface unicursale, La génération de 
Scbrœter en est la preuve géométrique. On peut aussi le voir analytique- 
ment et très simplement. 

Les formules (4) permettent d*ôcrire les équations (1) (2) sous la forme 
suivante 

s (mP + Q) 4- tt {my + «) = o, 
«( mR -f- S) + v {my -\-x) = o. 

On peut donc déterminer les coordonnées d'un point x, y^ ^, de S en 
résolvant par rapport aux lettres a;, y, % les équations 

mP + Q wR -h S my -\- x 

u V — z 

Ces équations sont du premier degré en x^ y, z et donnent les inconnues 
par des quotients de fonctions rationnelles, entières, du troisième degré 
des paramètres variables m, t, La surface £ est donc unicursale. 

S'il était vrai, et on est conduit à le penser en comptant le nombre des 
paramètres variables qui entrent dans la détermination analytique des 
éléments géométriques qui constituent la figure de référence proposée 
(1 point, 4 droites; 3 + i6 = 19 paramètres), que toute surface cubique 
puisse être engendrée par le procédé de Scbrœter, on serait conduit à cette 
conclusion, évidemment inexacte, toute surface cubique est unicursale. 

Remarque III, — Parmi les rectifications que Ton pourrait faire subir à 
la quatrième partie, on m^a signalé, dans les conversations intéressantes 
qu'a soulevées, devant moi, cette sugjjestive question, la suivante : L'énoncé 
devient exact, si Con supprima les mots passant par lb point O. 

Voici comment on peut le reconnaître. 

Supposons que quatre droites D, D'; A, A' soient quatre génératrices 
du même système 6 d'un byperboloïde H, ne passant pas par le point O 
Par 0, menons un plan P, que nous pouvons supposer fixe. Dans ce 
plan P, autour de O, faisons tourner une droite OA, que nous dési- 
gnerons par X. 

Les deux byperboloïdes H, H^^ ^f^ ^ se coupant suivant les droites 
D, D' ont en commun deux autres droites G, G' rencontrant D, D^ 



r 
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Ces droites G, G' sont faciles à obtenir. £a effet) \ coupe H en deux 
points a, p ; par a, passe une droite, génératrice de H, du système H' 
différent du syslëme 6; cette droite rencontre donc D, D^ en des 
points m, m'\ par suite, elle a trois points communs avec Ho, d'. x, les 
points m, m'y a. C'est donc une droite commune aux deux hyperbo- 
loîdes H, Hd, d', \. On 7oit de même que G' est la génératrice du sys- 
tème 6^ qui passe par p. 

Les deux -hyperboloïdes H, Ha, a', x, pour les mêmes raisons, se 
coupent suivant quatre droites ; A, A', G, G^ 

En rapprochant ces deux résultats, on voit, en résumé, que les hyperbo- 
loïdes Hd, D^ 1 , Ha, a',x ont en commun : 1» la droite > qui décrit le 
plan P; 2* les droites G, G' qui engendrent H; 3* une quatrième 
droite que nous désignerons par [x. Cette droite, pour des raisons déjà 
vues, contient le point (o, point de concours des droites qui, dans le 
plan P, passent par les traces, sur ce plan, des droites D, D\ d'une 
part; A, A^ d'autre part. 

Cette droite {z engendre donc un plan H, plan qui, avec H, repré- 
sente, dans ce cas particulier, la surface cubique trouvée dans le cas 
général. 

Supposons alors que les droites D, D'; A, A' décrivent quatre plans 
fixes passant par O ; dans ces conditions, il faut montrer que H reste 
fixe. 

Appliquons, à la figure proposée, la génération de Schrœter. Le plan 
(0, D') qui passe par O et par la droite D^ coupe D en un certain 
point a>; la construction du point que nous avons désigné tout à l'heure 
par b), étant appliquée au plan (0, D'), prouve que b)i est un point 
du lieu. De même, le point (Oj, point d'intersection de D^ avec le 
plan (0, D) appartient à H. La droite tuito^ représente l'intersection 
des deux plans (0, D), (0, D'); c'est une droite fixe, dans l'hypothèse 
que nous avons faite. On voit, de même, que les deux plans (0, A), 
(0, A') se coupent suivant une droite appartenant au plan H. Finalement, 
le plan n est un plan fixe ; c'est le plan passant par les deux droites, 
issues de 0, et représentant les arêtes des deux dièdres formés par les 
quatre plans donnés, associés deux à deux, comme le veut l'énoncé. 

{G. L.) 



QUESTIONS PROPOSÉES 



444. — Soit A un point de contact d'une hypocycloïde 
triangulaire avec son cercle, tritangent. Une tangente quel- 
conque à la courbe coupe, en B, la droite qui joint A au 
sommet opposé. Le cercle de centre A, de rayon AB, 
rencontre la tangente considérée en un second point M, 
dont le lieu géométrique est une cardioïde. (E. Foucart.) 

445. — On considère: 1® une hyperbole fixe H; 2*^ un 
cercle G de rayon constant R et dont le centre se déplace 
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sur Taxe réel de H; 3® un cercle G' de même rayon R et 
dont le centre se déplace sur Taxe non transverse de H . Mon- 
trer que : 

a) Les paraboles P passant par les points d'intersection 
de H et de G enveloppent une hyperbole Hj , 

6j Les paraboles Q passant par les points d'intersection de 
H et de C' enveloppent une hyperbole Hj. 

c) Lorsque le rayon R varie, le lieu d'intersection des hyper- 
boles Hj et Hg est une hyperbole Hj. (E.-N. Barisien,) 

446. On considère un point M, sur une ellipse E. Ily 
a, sur la conique, trois points A, B, G, dont les cercles oscu- 
latcurs passent par M. Montrer que le lieu du centre de gra- 
vité du triangle formé par les points de contact des normales 
en A, B, G, à E, avec la développée, est une ellipse. 

(G. Tzitzéica,) 

447. On considère une kreuzcurve ayant pour asymptotes le 
reclangle des axes d'une hyperbole. Montrer que : 

1® L'aire comprise entre une asymptote parallèle à l'axe des 
y, l'axe des x, la courbe et l'ordonnée passant par le foyer 
voisin, est égale au carré construit sur le semi-axe non trans- 
verse. 

2° L'aire comprise entre les asymptotes et la courbe est égale 
à celle du rectangle construit sur les axes. (G, Tzitzéica.) 

448. — Soit une parabole dont le sommet est et le point 
de rebroussement de sa développée est S. 

Une corde quelconque passant par S rencontre la parabole 
en A et B. Le cercle de diamètre AB rencontre la para- 
bole en deux autres points G et D. 

1® Montrer que la corde GD passe par la symétrique de S 
par rapport à 0. 

2^ Une corde quelconque, passant par la symétrique de 
par rapport à S, est vue, de 0, sous un angle droit. 

(E.-N, Barisien.) 

Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 

laiPRIHERIE CENTBilLB DEii CIISaiINS DE FER 
IMPRIMBRIBCHAIX, RUE bEROÈRE, 20, PARIS. — 12942-6-05- 
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NOTE SUR L'IDENTITÉ DES POLYNOMES 

Par M. Dellac. 



I 
On connaît les deux théorèmes suivants : 

1. — Si un polynôme entier en x, du degré m, s annule pour 
m 4- 1 valeurs distinctes de x, il est identiquement nul. 

Ces condilions sont nécessaires et suffisantes. 

2. — Si un polynôme entier par rapport à deux variables x, y 
et du degré m, s* annule pour (m -4- i) valeurs distinctes de x, 
combinées de toutes les manières avec m 4- i valeurs distinctes de 
y, ce polynôme est identiquement nul. 

Ce théorème exige (m + i)' conditions. Ces conditions 
sont suffisantes, mais ne sont pas toutes nécessaires. En effet, 

le nombre des coefficients du polynôme est N = ^ 

Il suffit donc de N conditions pour les déterminer. Donc le 
nombre des conditions surabondantes est 

(m H- i)(m + 2) m{m h- 1) 

(«14- I)* — = • 

2 2 

Ainsi, pour m = i, on a une condition de trop, pour w = 2 
on en a trois, etc. 

II 

Pour pouvoir affirmer sans conditions surabondantes que 
le polynôme à deux variables est identiquement nul, on peut 
procéder ainsi : 

Je prends m 4- i valeurs distinctes de x ao, a^, a^ ... 
a^ et m 4- I valeurs distinctes de y %, Pj, pa ••• Pm. Je 
combine la première valeur de x avec toutes les valeurs de 
y, ce qui me donne m 4- i couples de valeurs de ic et de y; 
je les substitue dans le polynôme et je suppose que tous les 
résultats soient nuls. Puis je prends la deuxième valeur de x 
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et je la combine avec les m premiëres valeurs de j/; j*ai m 
couples de valeurs qui donneront encore des résultats nuls. 
Puis je combine la troisième valeur de x avec les m — i 
premiëres valeurs de y, et ainsi de suite. Le nombre des 
couples de valeurs et par suite le nombre des équations de 
condition est 

(m + i) -h m -h (m — 1) + . . . + I = -^ — ^ = N, 

c'est justement le nombre des coefficients du polynôme. 

Toutes ces conditions sont évidemment nécessaires pour 
que le polynôme (Si) soit identiquement nul. Reste à faire voir 
qu'elles sont aussi suffisantes. 

Si j'<*gale à zéro le polynôme à deux variables^ en regar- 
dant X comme l'abscisse et y l'ordonnée d'une courbe, 
j'obtiens une courbe du degré m. Jevais cherchera déterminer 
les coefficients de cette courbe de manière qu'elle passe par 
les N points déterminés par les couples de valeurs déjà défi- 
nis. Si cela est possible à l'aide de coefficients qui ne soient 
pas tous nuls, j'aurai une véritable courbe^ et le premier 
membre ne s'annulera que pour les points situés sur la courbe ; 
il ne sera donc pas identiquement nul. 

Les N points définis précédemment forment un casier 
incomplet de forme triangulaire. Si une courbe de degré m 
passait par tous ces points, il y aurait sur la ligne inférieure A 
m -h I points en ligne droite. Donc la droite A tout entière 
ferait partie de la courbe. En supprimant le facteur du premier 
degré qui représente cette droite, on aurait encore une courbe 
de degré m — i contenant tous les autres points. Mais sur la 
deuxième ligne B il y aurait m points en ligne droite; donc 
B ferait partie de la courbe. En continuant ainsi on verrait 
que la courbe de degré m se composerait de m droites plus 
un point, ce qui est impossible. Il est donc impossible qu'en 
égalant le polynôme à deux variables à zéro on ait une véri- 
iable courbe, et ce polynôme doit être identiquement nul, de 
sorte que les coordonnées de tout point du plan annulent ce 
polynôme. 

Remarque. — Si on avait pris N couples de valeurs de a? et 
de y absolument arbitraires, annulant ce polynôme il ne 
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serait pas certain qu'il fût identiquemenl nul. Car, il pourrait 
se faire que la courbe de degré m contenant les N — i pre- 
miers points contint aussi le dernier, 

III 

On peut encore démontrer que tous les coefficients du 
polynôme à deux variables sont nuls, en faisant voir que le 
déterminant total du système des N équations homogènes de 
condition n'est pas nul si toutes les valeurs de x et toutes les 
valeurs de y sont distinctes. 

1® Cas de m = 2. 
Les équations de condition sont 

ml 4- ôaopo -h c'^l +- c?ao -h epo 4- /* = o, 
aal H- 6aoPj -h cpî + da^ -h ep^ + /" = o, 
a<4 + ôa^pa 4- cpl ■+• doL^ H- ep, 4- /" — o, 

aaf 4- 6a,p<^ 4- C^l 4- doL^ + epo 4- /* = O, 
aaf 4- 6a^pi 4- cpii 4- doL^ 4- ep^ 4- /* = o, 
aai 4- 6a,po 4- C^l 4- C?a, 4- ep^^ 4- /* = o^ 

Le déterminant de ce système est 



^('^) — 



a? 

2 

aï 
ai 



aiPo 
a,?, 
a.Po 



PS 



1 



Pi 
P§ 
Pf 
P? 



a/ 



a. 



a 



Po 

Pi 
p. 
p« 
p. 
p. 



I 
I 
I 
I 
I 
I 



Je retranche la première Jigne des deux suivantes, la qua- 
trièma de la cinquième, ce qui permet de mettre en évidence 
los différences Pi — po, p» — Po> Pi — Po> et j'ai ainsi 



A<2) = 



o 
o 

a? 
O 

9 

aï 



«oPo 
a« 



a, 



«iPo 



^1 



p? 

Pi + Po 

p.+p« 

p? 

Pl+P» 

p-â 



o 
o 

a 



1 
o 



p. 

I 
I 

p. 

I 

Po 



I 

o 
o 
r 

o 
1 



x(Pi-p.)' 
X (p.-p,) 
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En retranchant la deuxième ligne de la troisième, on met 
en évidence la différence p, — pj, et l'on a 



A(2)z= 



o 
o 

O 



«op. P? 

a 

G I 

a.Po ? 

«1 Pi -*- Po 
a.Po Po 



Pi + Po 



i 



«0 

o 
o 

«1 

o 

a. 



I 
o 

p. 

I 

p. 



I 
o 

O 
t 

O 
I 



X(pt 

x(p, 
x(p,- 



p.)* 
p.) 

p.) 



Je procède de même pour mettre en évidence les différences 
entre les a et j'ai successivement : 



^(^) = 



A 2) = 



„2 

*0 


«oPo 


Po 


«0 


P« 


I 


X(Pi-?o)' 


O 


«0 


Pi-^Po 





I 





X(p2-Po) 








I 











x(P.-pi) 


ai-r ao 


Po 





I 








X(ai-s)* 


O 


I 














X(aa — «0) 


a^-h a^ 


Po 





I 








\ * v/ 


< 


«oPo 


p? 


«0 


Po 


t 


X(P.-po)' 


o 


«0 


Pl + Po 





I 





X (P.- P.) 


o 


o 


I 











x(p,-p,) 


«i+ao 


Po 





I 








X(aj-a„)» 





I 














X(a,-ao) 


I 


o 














XK-aj) 



Eofin, si on intervertit les lignes (3) et (4), on voit que le 
déterminant se réduit à la deuxième diagonale formée par 
des I. Sa valeur est — i, et comme on avait changé le signe, 
on a finalement 

A(2) = (a, -.a,)«(a, - «,)(>, ^ a,)(p, - p^)" (P« - Po)(Pa - PiX 

et ce déterminant n'est pas nul si toutes les valeurs de a sont 
distinctes les unes des autres, ainsi que toutes les valeurs de p. 

2^ Cas de m •=s^'5. 



On a successivement 
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A<3) = 



a 



«0 

a? 

4 
a? 



,3 



«0 
O 

o 
o 

«1 



O 

O 

«3 



«oPo 


«oPo* 


P2 


f' 


«oPÎ 


p? 


«0^2 


«.pi 


pi 


«?Po 


«.P2 


p? 


«îpi 




p? 


«îp. 


«iPi 


pi 


«2i3o 


a,pl 


P2 


«IPI 


«.Pî 


Pî 


«iP« 


«,P? 


P2 


«§Po 


«oPo 


PS 



«0 

a? 



a2 

*o 

«2 

/v2 

«2 

«2 

.^2 

«2 
«i 

«2 

«3 



a 



VPi + Po) Pï+PiPo+Po 

«0(P2-^P0) PI+P2P0+P0 
«o(P3 + Po) Pl+PsPo+Po 

«i(Pi-^Po) PÎ+PiPo+Po 
«i^p2 + Po) Pi+PaPo+Po 

«îPo Po 

«a(Pi-»-po) PÎ+PiPo+Po O 

«2 

«3 




O 

O 

.0 

^2 

O 
O 

/y2 

«2 



«3P0 



Pî 



«oPo 
«oPi 

«0P2 

«iPo 

«ipl 

«Ipa 
«2P0 

«aPo 

«oPo 
an 



«iPo 
«îPo 

«2 

«sPo 



Pi 

pî 

pi 
PS 



l 



«0 Po 1 

s Pi î 

«0 P2 ï 

«1 Po « 

«1 Pi I 

«1 P2 I 

«2 Po I 

«2 Pi I 

«3 Po I 

«0 Po I 
Pi-^Po o I O 
p,H-Po O I O 

Pa + Po O I O 

Po «1 Po I 

Pl + Po O I O 

P2 + P0 O ï O 

po «2 Po I 

Pi+Po o I O 
Po a, Po î 



P 
P^ 
P? 
Pî 



?l 



X(p, 

x(p. 

x(p, 



Po)' 

Po) 

Po) 



*0 
O 

O 

o 

«1 
O 

O 

«2 
O 

«3 



«?Po 

o 



o 

«ÎPo 
*l 
o 

«iP» 

_2 
«2 

«iPo 



SP? 



P2 



«o(Pi + Po) Pi+PiPo+Po 
«0 P» + Pi+Po 



"0 

o 



I 

)3 



«iPo po 

«i(Pi + Po) PÎ+PiPo+Po 

«1 P2+P1+P0 

««po Po 

«2'Pi + Po) PÎ+PiPo+Po 
«3po P( 



a 



o 
o 
o 

/v2 
O 

o 

2 
«2 

O 

«2 
«3 



«oPo 

s 

o 

O 

«iPo 

a 



Po «0 Po I 

Pi + Po o « O 

I 

o 000 

Po «, Po I 

Pi + Po o » p 



I 000 

2 



1 

o 

a2po po «2 Po I 

«2 Pl + Po O I o 
2 



«3P0 Po «8 Po O 



X(pr 

x(p, 

X(p, 

x(P. 

X(P,' 

X(P8' 



P)o' 
Pc)" 
Po) 

•Pi) 
Pi) 

P2) 



On mettra de même en évidence les différences des a. 
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A<" — 






















4 


4?o 


a«p2 


P? 


«s 


«oPo 


•p? 


«0 


Po 


ï x(p, 


O 


al 


«o(Pi + po) ?î+PiPo+Po 


o 


«0 


Pl+Po 


o 


I 


o 


(P. 
(p» 
(P. 
(p. 
(p. 


O 


O 


«0 


?.-Hpi + ?o 


o 


O 


I 


o 





o 


O 


o 


o 


I 


o 


O 


o 


o 





o 


aî+aiao+ao Po(ai+ao) 


?l 


OL. 


l + ^o 


Po 


o 


I 








O 


«l+s 


Pl+P. 


O 





I 





o 


o 


o 


X(ai 


o 


o 


I 


O 

















o 


/ 


aj + aj-htto 


p. 





o 


I 


o 





o 


o 


o 


(a 


O 


I 


o 


o 


o 


o 


o 


o 


o 


o 


V*2 
(«8 


I 


o 


O 


O 


o 














o 


1 (a. 



•Po)' 

•Po)" 

Po) 

Pi)* 

Pi) 

p.) 

«o) 

«i)« 
«l) 

«2) 



En intervertissant certaines lignes on s'arrange pour que la 
deuxième diagonale soit formée par des i, et qu'il n'y ait 
que des zéros de l'un de ses côtés. Donc le déterminant est 
alors égal à — i ; comme il y a eu un nombre impair 
d'échanges entre les lignes, la valeur du déterminant est égale 
à -f- 1 . • Donc 
A(3) = (p, - po)»(p, - Po)«(Pa - Po)(P« - Pi)'(p3 - Pi)(Pa - PO X 

(«1 - «o)'(a2 - ao)*(a8 - ^oH<^2 - ^iY(^s - «OK - «a). 
On a 

^) = (Pi - Po)(P2 - P0)(P8 - P0HP2 - Pi)(p8 - Pi)(P8 - Pc) X 

(«i ~ S)(«j - ao)(a8 - «o)(S - ai)(a« - «i)!»» - «o)- 

Si on désigne par D^, Dp les déterminants de Yandermonde 
relatifs aux a et aux p, on a évidemment 

A^^> = A(^D^Dl. 

3® Cas général. 

Cette méthode de formation du déterminant est évidemment 
générale. 

Le déterminant général comprendra d'abord m -f- i lignes 
oîi entre ao combiné avec les m + i valeurs de y. En 
retranchant la première de ces lignes des m + i suivantes; 
je mets en évidence les différences p^ — po, Pt "" Po, . . . , pw — Po- 
Dans le déterminant ainsi transformé, je retranche la deuxième 
ligne des m — i suivantes, et je mets en évidence les diffé- 
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rences p,, — p,, Pa — pi, . . ., Pm — Pi« Dans le déterminant 
ainsi transformé je retranche la troisième ligne des m — 2 
suivantes et je mets en évidence les différences p, — p,, p^ — p,, 
... Pm — P2 et finalement la différence unique p^ — p^-i. 
On a ainsi le produit. 

(Pi - Po)(P. - PoKPs - p.) . . . (Pm - Pc) 

X(P.-Pi)(Pa-pi)..^(Pm-pi) 
X(pa-p,) ... (Pm- p») 



X (Pm - Pm-l). 

En opérant de la même manière sur les lignes contenant la 
letlre a^, qui se trouve combinée avec les m valeurs de y, 
Po* Pi9 • • M Pm-i) on aura le produit 

(Pi - Po)(P. - Po).(P3 - Po) -. (pm-l - Po) 

X (p. - P,)(P, - Pi) ... (Pm-l- p,) 

X (P, ~ P.) ... (pm-1 - P.) 



X (pm-i - Pm-2). 

et ainsi de suite. 

La ligne contenant a^n-i donnera seulement le produit 
Pi "- Po> et celle contenant a"* ne donne rien. 

Donc tous ces produits réunis donnent 

Qm = (Pi - Por(P, - Po)"^*(?8 - Po)"-' . . . (pm - Po)^ 

X (P, - Pi)"-*(P, - Pi)-2 . . . (pm - p,)* 
X (?, - P,)"-^ . . . (pm - P,)* 



X (pm - Pm-l)^ 

Les différences entre les a donnent un produit P^ ana- 
logue à Qn,. 

Pour être certain que le produit PmQm donne le déterminant 
A^»^^ tout entier à un facteur numérique près, il suffit de faire 
voir que son degré est le même que celui du déterminant. 

Le degré de Qm se compose de 

m-h(m— i)4-(m — 2)■+-...^-I = — 



(m — i) -H (m — 2) -4- . . . -H- I = 



2 
w(m 4- i) 
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/ X (m— i)(m — 2) 
(m H- 2) + ... -h I = • 






ce qui fait 



(m -h i).m.{m — 1) 



6 
Le degré de P^Qm est le double, c'est-à-dire 

(m -h I ) . m . (m — i ) 

■ - " - — ■ • 

Cherchons malutenant le do^ré d'un terme quelconque du 
déterminant. Chaque terme est un produit d'éléments pris 
dans chaque colonne. Les colonnes dont les éléments sont do 
degré m fournissent un produit dont le degré est (m + i) m; 
les colonnes de degré m — i fournissent un produit dont le 
degré est m{m — i), etc. On voit que ces nombres sont ceux 
trouvés déjà. 

On peut donc écrire 

K^»») étant un facteur numérique. 
On a trouvé expérimentalement 

K^ = - I, 

K« = -f- I, 
K» = -h I. 

Il faudrait élablir que Ton a toujours K*" — ± i, c'est-à- 
dire que le déterminant K"* peul toujours être écrit de manière 
à avoir pour la deuxième diagonale des i, et rien que des 
zéros d'un côté. 

Si on admet cela, on a 

Al-) = ± P,n, Qm. 

On aurait A^»--*) = ± P,««i, Q^.,, 

et par suite — ,-= ± D^.D^ 

Donc A^»") = ± A^*^*) . D^. D^, 

formule de récurrence permettant de calculer successivement 
autant de A que l'on veut. 
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Il serait à désirer que Ton pût déduire directement cette 
formule de la définition du déterminant A(*^\ 

Ce déterminant A(*») est une généralisation du déterminant 
de Vandermonde, 

On trouverait de même les conditions d'identité des poly- 
nômed à trois variables, etc. 



LES AXES OBLIQUES 

ET LES CONDITIONS DE PERPENDICULARITE 

(SuiUj voir page 151.) 



Exercices et applicatious 

14. Sinm de Vangle trièdre. — Le sinus de Tangle trièdre 
(Xy {JL, v) est la fonction Aq définie par la relation 

Aq = I — COS* X — COS* (X — COS* V + 2 COS X COS [JL cos V . 

Pour simplifier l'écriture, posons 

T = I - X« - [A* - V^» 4- 2Xfxv, 

et désignons par T^ , T^ , T, , les demi-dérivées de T par 

rapport aux variables X, {x, v. On a 

Ti — — X H- [XV, Tj = — (X -h Xv, Tj = — V + X|x : 

il en résulte que 

^ ^ T,T3 + T,(|xT, + VT3) ^ T3T, + T,(vT, + XTQ 

fxv vX 

T,T, + T.(XT, + |;^T,) 
X[x 

15. Théorème. — Les plans perpendiculaires aux arêtes d'un 
angle trièdre coupent les faces opposées suivant des droites paral- 
lèles à un même plan. 

Léquation du plan perpendiculaire à Ox au point (§ 11) 
est 

X -h y cos V 4- ^ COS fx = G. 

« I »^— — ■ I I I ■ ■■ I ■ I I I I ■ I I II I ■■ I I M I I 

(*) Ces exercices nous ont été communiqués par M"* F. Prime. Nous 
insérerons volontiers ^ à leur suite, ceux que nos correspondants auront 
Tamabilité de nous adresser. (G, L.) 
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Ce plan coupe le plan des ys suivant une droite corres- 
pondant aux équations 

y s 
1 = 0, a; = G. 

COS (A cos V 

Cette droite, et les deux droites analogues , sont parallèles 
au plan 
/ \ X y s 

COSX COSfA COSv 

16. On a vu (§ 13) que «, par chaque arête d'un trièdrey on mène 
un plan perpendiculaire à la face opposée, on obtient trois plans qui 
se coupent suivant une même ligne droite co, dont les équations 
sont 

(o)) a?(cosX — cosfA cosv) = î/(cosfx — cosX cosv) 

= x(cosv — cosX COSji.). 
En appliquant les formules (6) du § (1), p. 80, on voit que 
la droite co est perpendiculaire au plan tz. 

17. Théorème. — Les plans menés perpendiculairement aux faces 
d'un trièdre par leurs bissectrices intérieures se coupent suivant une 
même ligne droite. 

Les équations de la perpendiculaire au plan xOy^ au point, 
sont 

X -h y COSv 4- Z cos [A = o, 

X cos V H- t/ + ^ cos X = o, 
et celles de la bissectrice de l'angle xOy 

a? - y = o, 
z = o. 
Les équations des plans considérés sont donc 

a;(i — cosv) — y(i — cosv) h- «(cosfx — cosX) = o, 
ûc(cosv — cos fi.) H- y{i — cosX) — s(i — cosX) = o. 

— X{l — COSfx) H- J/(C0SX — cosv) 4- ^(l — COS ft) = O. 

Ces équations ajoutées membre à membre conduisent à 
une identité; les plans qu'elles représentent se coupent donc 
suivant une même droite. Cette droite fait des angles égaux 
avec les parties positives des axes coordonnés, elle est donc 
l'axe d'un cône de révolution circonscrit au trièdre Oxyz, 
Pour trouver l'équation du cône, prenons, pour directrice, la 
circonférence 
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'j/{aî.y.j5):saî*+y*4-if*H-2j/«co8X-f-2iCJ5COS|ii+2a?î/cosX— I = o 

aî + y + jï— I =o 
et, pour génératrice, la droite 

a " p ■" Y 

Eq exprimant que la génératrice s'appuie sur la directrice, 
on trouve l'équation de condition 

^(a.p.Y)= (oc + P + y)"; 
l'équation du cône est donc 

^{x.y.z) = (a? -h y 4- zy, 
ou 

(1) 2y3.8in" - = o. 

Ce cône est encore le lieu de la circonférence 

^* + y* H- 2* + 2yz COS \ H- 2XZ COS [JL + 2xy cos V = a*, 

Oî -♦- y H- z = a, 
quand a varie. 

Si dans l'équation (1), on change ^ en — ^, X en x — X 
et {X en TT — |x, elle devient 

X (A .V 

yz COS* - -¥ xz cos* ^ ocy sin" - = o ; 

^ *t 2i 

elle représente alors le cône circonscrit au trièdre Oxy(— ^). 
Ce cône est engendré par la circonférence 

a;* + 1^* -h ^' -f- lyz cosX + ixz cos|x + 2a;y cosv = a*, 

05 -h 2/ H- z — a. 

18. Distances d'un point aux plans coordonnés. — En menant, 

par le point [x {x^ » ^i , ^i J» des plans parallèles aux plans 

coordonnés, nous déterminons un parallélipipëde dont le 

volume a pour expression x^y^zjl^ en désignant par 2 le 

sinus de l'angle des axes et en convenant de donner à ce 

volume le signe du produit x^y^z^ . Mais la surface de la base 

du parallélipipëde dans le plan de ocy est x^y^ sinv; il en 

résulte que la distance du point fx au plan des xy est égale à 

zjù 

— — ; elle a le signe de z*. 

sinv 

On voit, par là, que les plans bissecteurs des dièdres formés 

par les plans coordonnés se coupent suivant les droites 
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A s: X : y : z = sin X : sin fjt : sin v, 
A, :s. X i y : — z = sin X : sin [l : sin v, 
^y ^1 X : — y : z = sin X : sin |x ; sin v, 
Ax =: — X : y : z = sin X : sin ji : sin v. 
Si Xp X,, sont les intersections des bissecteurs du dièdre 
Ox avec le plan de yz^ leurs équations sont 

y « 



sm {X sin V 



a? = o, 



y z 

et -7^— = : — , a? = o. 

sm [JL — sin V 

Il en résulte que les droites X^, T^, Z, sont dans le plan 

sin A sin fjL sm v 

De même, les droites X,, Y,, Z^ se trouvent dans le plan 

T. ^ y ^ 

P =: -T-T- H- -r^— 4- —, — = o. 
sin X sin fx sm v 

Il est bien évident que la droite A est Taxe d'un côue de 
révolution tangent aux plans coordonnés. Pour trouver l'équa- 
tion de ce cône, observons qu'il coupe la sphère 

a* 4- y' -h iî" H- 2yZ COS X + 2XZ COS (X H- 2xy cos V = I , 

suivant le petit cercle inscrit dans le triangle LMN qui est 
l'intersection de la même sphère avec le trièdre des axes. Les 
côtés du triangle LMN sont X, jx, v et si N' est le point de 

contact du cercle inscrit avec ML, on sait que LN' = — 



X — IX -h V 



et que MN' = • Il en résulte que l'équation de la 



2 

droite ON', dans le plan xOy, est 

. — X + tx-hv . X — fx + v 
X sin y sin = o. 

L'équation du cône inscrit esl donc 

«,.,— X + |xH-v ^ .X--IX-+-V.X4-ÎX— V 

La?* sm" ■ 2iv^.sin sin ■ = o. 

2^2 2 

OU \/x sin (p — X) 4- \/t/ sin (p — fx) + v/-^ sin (p — v) = o. 
De même l'équation du cône de révolution, qui a A, pour 
axe, et qui est tangent aux plans coordonnés, est 

\/x sin (p — X) H- v/y sin (p — p.) 4- v^ — ^.sin (p — v) = o. 
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Les plans a;OL', yON', zOW se coupent suivant la droite 

X sin (p — X) = y ein {p — ^) = z sia (p — v), 

que Ton pourrait appeler Yaoce de Gergonm du trièdre Oxyz 

et auquel correspondent trois axes, algébriquement associés, 

relatifs aux cônes dont les axes sont les droites A,, A^, A^* 

19. — Distance cTun point aux aoces coordonnés. — Le plan 
mené par le point M|a;^, t/^, >?J, perpendiculairement à l'axe 
des Xt a pour équation 

X -h y cos V + ^ cos V = iCi + yi cos v + z^y cos ja. 
Il coupe Ox au point P tel que 

OP = \Xi 4- j/i cos V -h if- cos v|. 

Mais MP^ =ÔM^-ÔP^; 

on a donc 

MP^ = yf sin'v 4- Zi sin^fjL -h s^i-Si (cos X — cos fx cos v) 
Cette formule entraîne de mombreuses conséquences; ainsi 
l^)Le lieu des points dont la somme des carrés des distances 
aux trois arêtes d'un trièdre est constante est un ellipsoïde 
dont le centre est au sommet du trièdre. 

2®) Le lieu des points dont les distances à deux droites con- 
courantes sont dans un rapport constant est un cône dont le 
sommet est au point d'intersection de ces droites. 

3*^) Le lieu des points dont les distances à un plan et à une 
droite sont dans un rapport constant est un cône par rapport 
auquel la droite est la polaire du plan . (A suivre.) 



ESSAI HISTORIQUE 

SUR LA THÉORIE DES ÉQUATIONS 

Par M. Aabry. 
{Suite, voir page 153.) 



Jacques Bernoulli a ouvert une voie nouvelle : celle des 
approximations continues. Dans les Acta erud. de 1689, il 
indique pour Téquation x^ ± 2px = ç la construction sui- 
vante : sur la droite BA (fig. 30 et S/J, prendre AB égale à 
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AG 



Tunité, puis dans le sens -rr^ » ÂD = p et sur sa perpendi- 

Ai3 

culaire AG = g et AP, quelconque; décrire un cercle sur 

GP comme diamètre; prendre AF = AE et dans le sens 

DA 

-— r* DG = DF; décrire le demi-cercle BG: AQ est une 

AD 

valeur plus rapprochée de la racine que AP. On continuera 





Fig. 30. Fig. 81. 

de même jusqu'à ce qu'on ait l'approximation demandée ou 
celle que permet l'exactitude matérielle de la construction. 

Pour l'équation du quatrième degré x^ ± 2px — ga? — r = o, 
on fera la même opération, sauf qu'on prendra, ou qu'on 

construira AF = \/p^ -h r et DG = EF. Si au lieu de 4- r, 

on a — r, il y a des cas où la construction ne réussit pas, 

les racines sont alors imaginaires. 

Il indique des constructions analogues pour insérer deux, 

quatre, six, ...moyennes proportionnelles 
entre deux quantités par des approxima- 
tions successives. Par exemple, pour deux 
moyennes entre les deux quantités a, 6, 
on prendra (fig^ 3i) AB = i , AG = a, 
AD = 6 ; les deux demi-cercles BD, GE 
donneront le point F. On agira de même 
avec les longueurs A = a^, AD = 6, et 
ainsi de suite. 
Jacques BernouUi, lui-même (De seriebus infinitis), puis 

Jean BernouUi (Lectiones mathematicœ), et le marquis del'Hos- 

])iidi\ ( Lectùms coniques) ont étudié ces élégantes constructions. 

Le premier a montré que, par exemple, l'équation x^ dt 2px 

= 9 se résout par la suite 




Fig. 32. 
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/(±/)4- v/(p*+ îv/(±P + v/(p' H- q \/{±p-^\/{p* -h q ...)))))). 
De même, les racines des équations x^ = a"6, rc* = a*6, ... 
sont données par les expressions 

v/(a s/ip /(a v/(6... )))) , V{a^ \/{b î/(aV(6 ... )))) , ... 
Jean BernouUi a présenté ces expressions sous la forme 
plus correcte 

... v/(p H- v/(p* + î v/(;> + /(p* + ? v''(p + v/(p* + 9 )))))), 

...v/(av/(6v/(a /(&)))),... 
Il a aussi fait voir (De seriebus varia) que la racine positive 
de réquation x"^ =^ x -^ a peut s'exprimer ainsi 

X = ... V(a + V(« + V(«))) (*)» 
et donné la méthode nouvelle suivante fondée sur une théorie» 
due à RoUe (Voir /. M. E. 1893, p. 173); soit x^ + px =: q; 

on en tire x = — =■ — ? 

a?* -h p 

d'oh pour première valeur 

ic- = — * 
P 
Substituant, il vient succcessivement 

q qp* 



Xa —— 



X, = 



xl -h p q^ -h p^ 
q(q^ -h p^y 



• qY •+■;>(?* + P')* 



ajx = 



g» (g* H- p»)* + p(9*p* + Jt>(?' H- P^yy 



(*) Gergonne a retrouvé cette expression : quels que soient les nombres 

a, 6, m, la racine positive de x^ — ax=zb est exprimable par Tune ou 
l'autre des expressions 



V /an 



\/« 
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Il est facile de voir que ces valeurs approchent de plus en 
plus de la valeur réelle. 

L'Hospital a remplacé l'expression de Jacques Bemoulli 
par la récurrence qui suit : a étant la première valeur appro- 
chée, les expressions 

b = ^qz p ■+■ y/p* -\- qa, c = y =F p ■+- V^p" H- qb^ 

d = V :+: p H- \/p* 4- ÇC, ... 

tendent de plus en plus vers la racine de Téquation a^ zç, 2px 
— 9 ; et les suivantes 

a, \a^^\l~boL = p, \a\f^? = y, \a\/y\/^y = 8, 



v; 



a\o\/bà = e,... 

vers la première des moyennes insérées entre a et 6 • Il 
néglige de faire voir que Terreur a pour limite zéro, ce qu'il 
est facile de prouver d'ailleurs (*). 
Clairaut dans son Algèbre (Paris, 1740), a donné pour le cas 

(*) Cette théorie des radicaux continus a été l'objet de plusieurs études, 
où on recherclie principalement leur mode d*approximation ; celui-ci 
étant connu, on pourra en effet en tirer la solution d'un grand nombre 
de questions intéressantes. 

On peut regarder comme Tinventeur de cette théorie Butéon, géomètre 
français du milieu du xvi* siècle, qui a donné pour la solution du problème 
de Tinsertion de deux moyennes entre les longueurs a et & la solution 
par approximations successives que voici où on n^emploie que la règle et 
le compas. Construisons un premier paraUélipipède à base carrée dont les 
dimensions soient OfOy 6, puis un second dont les dimensions soient 

ai := V a6, v/q &, 6i = a , puis un troisième dont les dimensions soient 

0, = v^a,5„ s/afiiy &, = a^ , et ain»i de suite. Tous ces solides ont même 
volume et leurs dimensions tendent vers une limite commune, qui est 
le côté du cube cherché. 

James Gregory {Vera drcuh et hyperbolœ qtuidraturay Padoue, 1668) fait 
voir que si les termes des deux séries 

a, 6, c, d, . . . et A, B, G, D,. . . 
sont déterminés par les relations 

a-\-b ^ 6 4- c 



c=-^î--,d= ,.., et G=: v^AB, D= v^BG,. . 

ceux de la première série tendent vers la limite — - — et ceux de la 

3 

seconde vers v^AB* . Ces résultats ont la plus grande analogie avec les 
précédents. 
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irréductible une méthode très pratique que nous allons exposer. 

Soit X* ^ px±q = 0; posons x — y/pjs, l'équation prendra 
la forme «» - ^ ± r == o . Cette transformée étant dans le 
cas irréductible, on a (A suivre). 

— 4 4- ajr» < ou r < i/— = o,385. 

V 27 

On voit que z diffère peu de Tunité. Posons donc ^ = i ± e, 

on aura 

e' q: 3e' 4- 26 ± r = G d'où sensiblement Se' ± 2e — r = o, 

2 in i/ I it 3/* 

ce qui donne approximativement s = • 

3 

11 est facile de voir que, dans le cas le plus défavorable, 

2 

^' = rT^"' l'erreur sera inférieure à o,ooi; mais si on veut 

plus d'exactitude, on continuera par la méthode fie New- 
ton (*). 



EXERCICES 

Par M. Barlftlen. 

{SuilCj voir page 157.) 



74. — On considère un point M quelconque d'une parabole de 
sommet 0, et son symétrique W par rapport à Vaxe; par M', 
on mène la parallèle à Vaxe qui rencontre la normale en M. au 

(*) Il serait très facile de construire une table des valeurs de la fonc- 
tion a' — « -f r ou «(«* — i)-f- r pour des valeurs de r inférieures à 

- — -=. et z variant par exemple de millième en millième. Saint-Loup 

(Théorie des équations j 1861) a donné une semblable table pour le troisième 
degré en général, mais moins commode en ce sens que le paramètre r 
étant pris comme variant uniformément, Tinterpolation est moins simple. 
L'auteur s'est servi de la courbe y = 4X* — 3x préalablement tracée. Il 
donne les trois racines quand elles existent. 

La première idée d'une table de ce genre remonte à Bérard, qui propose 
(nouv* méth ) la construction d'une table des valeurs de la fonction 
%^ -hr{z -h i)f où r est la variable. On ramènerait à une recherche dans 
celle table la résolution de Téquation a^ -}- px -\- q = o en posant 



qs 


pi 


x=. —9 


r = -i 


P 


q^ 
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point Q. Soient P le pôle de la normale en M, et ^ le sommet de 
la développée. 

1^ R étant le rayon de courbure de la parabole en M, on a 

— ^- = constante; 

2^ Le lieu du milieu de PQ est une ligne droite, 

5° Le lieu du point de rencontre des droites OP et SP est une 
quartique (Q) dont on demande de déterminer Vaire, 

4^ Le lieu du point de rencontre des droites OQ ef SQ est une 
quartique (Q') dont on demande aussi de calculer Vaire. 

5^ Trouver les points d'intersection des deux quartiques (Q )et (Q'). 

Soient x^ et y^ les coordoDnées du point A. On a 

(1) y\ = 2px, . 

Les coordonnées (a, ^) du pôle P de la normale en M sont 

Pour avoir les coordonnées du point Q, remarquons que M^Q a pour 
valeur deux fois la sous-normale. Donc M'Q = 2p. Par suite, les coor- 
données du point Q sont 

(3) a' = aj, -4.2P, p' = -y,. 
!• On a pour la distance MQ 

(4) MQ* = (a' - x,Y 4- (p' - y,Y = 4(2/1 "♦- P')- 
D'autre part, on a 

(5) nJ^. 

Donc ^ = 8p«. 

^'^ En coupant (2) et (3) on voit que 

a-l- a' p 



2 2 

Le lieu du milieu de PQ est donc la perpendiculaire à Taxe passant 
par le foyer F . 
3<* Les équations des droites OP et SQ sont respectivement 

y =^ > 

2/1 (a?i -hp) 

î/i 



y =(p — x) 



x,-\-p 

Si on élimine o-j et yi entre ces deux équations et Téquation (1), on 
obtient 

C'est une quartique symétrique par rapporta Taxe de la parabole, ayant 
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lin sommet en et un point de rebroussement en S. La portion réelle 
de la courbe est fermée. 

P P 

Pour aj = -, on a î/ = ô* 

2 3 

En annulant la dérivée du second membre de (6) par rapport à aï, on a 

4 
ordonnée qui correspond au ma ximum de y, leq uel est 

î/=PV/6(iiv/33 — 63). 
Cette quartiqpie est unicursale. En effet, si on pose 

on en déduit 

pi* 2pt 

o *=rT7'' « = ,, + ,.) (2 + t«)' 

Aire de la qtiartique, — On a pour la différentielle de l'aire 

dU _ dx 

dt ~^ dV 

^ dœ 2pt 

Or 



Donc 



dt (i-hty 
dU 4pH* 



dt [t^ + I f{i* + 2) 
Pour avoir Taire totale, il faut intégrer deux fois cette différentielle 
depuis a? = o jusqu'à a; = p, ou depuis t = o jusqu'à t = oo . 
On trouve, par un calcul facile, 

2U = 'IZp*{S\j2 —II). 

4« Les équations de OQ et de SP sont respectivement 

^ {X, -h 2p) ' 

p* 

y—(x — p) 



L^élimination de x^ et i/i entre ces deux équations et l'équation (1) 
conduit à 

4a^(p - x) 

^ Çix + p)^ 
5« Si on élimine y entre les équations (6) et (10), on voit que, outre les 
points O et S, les deux quar tiques ont encore comme points communs 
ceux dont les abscisses sont racines de Téquation 

x'^{œ — 2p)* — (p — • a;)*(3a; + p)» = o, 
qui se décompose en deux équations du second degré, etc.. 

Remarques. — !• Il est intéressant de reconnaître que le point Q est le 
point fixe du théorème de Frégier, situé sur la normale en M. C'est en 
effet, le point par lequel passent toutes les hypoténuses des triangles 
rectangles inscrits dans la parabole et dont le sommet de l'angle droit 
est en M. 
1* Le lieu de ce point Q est la parabole représentée par l'équation 

2/» = 2p(a? — 2p). 
3* Le lieu du pôle P est la courbe qui a pour équation 

2y\x -f- p) + p« = o. 
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CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. d'Ogagne : 

... La solution que j'ai donnée de la troisième partie du 
problème proposé cette année aux examens d'admission à 
récole Polytechnique paraîtra dans le n® d'août des Nouvelles 
Annales à la suite de la solution de l'ensemble du problème de 
M. Lucien Lévy. 

Dans cette solution, j'indique la construction des 23 droites, 
autres que les 4 données, en partant de ces 4 droites et du 
point 0, de sorte qu'en suivant ma solution on peut (si on en 
a la patience) faire l'épure des 27 droites demandées. 

Cela m'a permis, par parenthèse, de démontrer que, sur les 
27 droites, 15 sont toujours réelles et les 12 autres toutes, à là 
fois, réelles ou imaginaires. 

Je me bornerai, pour le moment, en me reportant à cette 
solution, à vous indiquer (en me servant de vos notalions) 
comment peuvent être déterminées les 7 droites que vous avez 
laissées de côté : 

Les plans (AC), (AD^), (BC) et (BD') donnent 4 droites 
M, N, P, Q. 

Le plan (NP) donne une cinquième droite R. 

Les plans (pR) et (œR) donnent les deux dernières. 

En appliquant les principes contenus dans ma solution, on 
voit que toutes ces droites, distinctes entre elles, le sont aussi 
de celles que vous avez explicitement signalées. 



A propos de la solution que nous avons donnée dans le der- 
nier numéro de la question proposée au concours d'admission 
à l'école polytechnique, M. Lucien Lévj nous écrit: a Pour- 
quoi affirmez-vous, comme évident, l'impossibilité du théorème : 
Toute surface cubique est unicursale? Je crois au contraire qu'il 
est exact. » J'ai répondu à M. Lucien Lé vy que le mot « évident » 
était en effet mal choisi ; le fait en discussion a besoin d'être 
établi, rigoureusement, dans un sens ou dans l'autre. 
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La propriété ne me paraît pas exacte pour toutes les sur- 
faces cubiques (*); voici pourquoi : 

Prenons la surface cubique cylindrique, qui correspond à 
l'équation 

aj' + j/3 = a', 

puis effectuons un changement d'axes, au moyen des for- 
mules rationnelles 

------ i 

P, Q, R, U désignant des fonctions linéaires rationnelles des 
nouvelles coordonnées x, y, z. L'équation du cylindre devient 

f{z, y, z) = o, 
c'est une surface qui rentre dans le genre en question, à un 
titre particulier. Supposons que le théorème énoncé plus 
haut soit vrai pour toutes les surfaces cubiques; alors on 
pourrait poser : 

(2) X = — - — - , 2/ = 7 ' -^ = 7 ' 

A A» A» A représentant des fonctions rationnelles des para- 
mètres X, JJL. 

Donnons à ces paramètres une valeur particulière X', ijl', 
on a un point M', correspondant, dont les coordonnées x', y', z\ 
calculées par les formules (2), sont rationnelles, si, comme 
nous le supposons, X', / représentent des valeurs ration- 
nelles. Alors, on aurait par le moyen des formules (1) des 
valeurs correspondantes pour X, Y, valeurs rationnelles, de 
la forme 

a E 

X' = - , Y' = - (a, 3, Y entiers) 

Y Y 

tt Ton pourrait écrire 

a» + fi» = a»Y». 
En supposant a entier, Téquation l^ 4- r,' = Ç', aurait 
une infinité de solutions entières : 

2® Toutes celles que Ton peut obtenir de la même façon. 
Ce qui est, comme on le sait, inexact. 



(*) M. L. Lcvy, à qui j*ai communiqué la démonstration qui suit, m'a 
répondu: « Voici, maintenant, ce que je pense du théorème en discus- 
sion : totUe surface cubique est unicursale, exception faite des surfaces réglées^ 
cylindres^ conoidesj etc. Je crois bien Tavoir démontre. » 
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P'G 



QUESTION 389 

Solution, par M. Droz-Farny. 

Se, sur les normales à une hyperbole équilatère, on porte à partir 
du point d*incidence, extérieurement à Vhyperhole des longueurs 
égales au demi-rayon de courbure, la cow^be obtenue est une sextique 
unicursale. Montrer que cette sextique est la polaire réciproque 
d'une lemniscale de Bernoullï. 

Représentons par xy' les coordonnées du point P' de 
l'Iiyperbole équilatère par x''y" celles du centre do courbure 

(1 de ce point et par xy celles du point P tel que PP =r 

On sait que x' = —' y" = HJÉ. 

Gomme PP' : PC = i : 3 on trouve immédiatement: 
(I) x = ^-^-^^ 2/ = ^ + ^^ 

Au moyen de ces coordonnées, on trouve aisément que 
PO = PP'; donc: 

Théorème. — La courbe demandée est la même que le lieu 
des centres des circonférences tangentes à l'hyperbole équilatère et 
passant par Voriyine, 

Les coordonoées a;', y' d'un point de Thyperbole équilatère 
pouvant s'exprimer en fonction d'un paramètre t, 

. «(I -*- l^) , lat 

X -^ y = 



i - t^ ^ I - /« 

en portant ces valeurs dans (I) on a 

(II) ^^ Q[^-9^'-9^*+^'J a[3rj-2^3/^] 

^\ 2(1 -^«)» ' y Ô^^)^ 

Le lieu cherché est donc bien une sextique uoicursale. En 
éliminant t entre les équations (II) ou x' et j/' entre les 
équations (I) et l'équation ol^^ - yl = a* on obtient l'équation 
carlésienne de la courbe : 

4(^' - t/« - a*)3 -t- 27a\x^ -+■ ify = o. 

Soit P un point de la courbe ; de P comme centre, avec 
PO comme rayon, décrivons un cercle qui touchera l'hyper- 
bole équilatère au point P. Abaissons de P la perpeodicu- 
laire Ptt sur OP'. 



Pour Tellipse : 
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Gomme Ott ; OP' = i : 2, le lieu de tt sera une hyperbole 
équilatère concentrique à la première et de mêmes axes. 
Gomme on le sait, la droite Pir enveloppera la courbe P. 

La courbe en question est donc une anti-podaire d'hyper- 
bole équilatère et, par conséquent, la polaire réciproque 
d'une inverse d'hyperbole équilatère, le centre d'inversion et 
celui du cercle directeur coïncidant avec le centre de la courbe. 
Or, l'inverse d'une hyperbole équilatère, le pôle d'inversion, 
étant situé au centre, est une lemniscate de BernouUi. 

Le théorème est donc démontré. 

Remarques diverses, — Si, sur les normales d'une conique à 
centre on porte, à partir du point d'incidence, extérieurement 
à la courbe des longueurs P'P égales au demi-rayon de 
courbure P'C, on démontre que, étant le centre de la 
conique et r le rayon de courbure : 

ÔP^ = a* + 6^ H- - f 

4 

Pour l'hyperbole (5P^ = - - (6« - a*). 

4 
La traduction géométrique de ces formules fournit un théo- 
rème remarquable, dû à Steiner. 
Dans l'hyperbole équilatère a=6, 

donc OP^ = - = PF^ 

4 
Ainsi OP =^ PP'. 

Voici d'ailleurs une démonstra- 
tion géométrique directe de la der- 
nière partie. On sait que la podaire 
d'une hyperbole équilatère est une 
leramiscate de Bernoulli. Soient Pj 
un point de l'hyperbole et tt le 
pied de.la perpendiculaire abaissée 
de sur la tangente en Pj. La 
droite Ott rencontre l'hyperbole 
en un point P,, de même ordonnée 
que Pg, et tel que OtcOP^ = a*. 
La lemniscate est donc l'inverse 
de l'hyperbole, le centre étant pris comme pôle. 
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Considérons le triangle isosèle O^PP,, P^P, étant une 
corde de Thyperbole, perpendiculaire à Taxe local. Les hau- 
teurs de ce triangle, abaissées de P| et P,, sont les tangentes 
à rhyperbole en ces points. Les pieds tc et tc' de ces hauteurs 
appartiennent à une lemniscate, podaire de l'hyperbole. 

D'après une propriété connue, (a étant le point milieu de OPj, 
la tangente en tu à la lemniscate sera perpendiculaire sur [/.tu . 
Les perpendiculaires : Oa, abaissée de sur cette tangente ; 
PjP, élevée en P^, sur P^tc' se coupent en P qui appartient au 
lieu cherché. Fn effet, de l'égalité des angles OP^H .-= OP^H 
= fXTçPa = airO, on déduit 

POPi = PP^O, donc PPi = PO. 

Le milieu de OP^ étant G, le triangle Oair est semblable 
au triangle OPG; 
donc OarÛTc = OC:OP, 

OP n* 

Oy..OP = Ott.OG = Otu.— * = — . 

2 2 

Le lieu de P est donc bien la polaire réciproque de la 

lemniscate précédente, par rapport au cercle directeur 

a* 

x^ -^ y^= — . 

Nota. — M. TziTZEiGA nous a adressé une autre solution de celte ques- 
tion, dans laqucUd il utilise les coordonnées polaires. 

QUESTION PROPOSÉE 

449. — Étudier le complexe formé par les droites dont la 
somme des carrés des distances k deux points fixes est cons- 
tante. ^ (BalUrand.) 

ERRATA 
Page 160, ligne 21 ; au lieu de valeur, lire: relation. 

*— 161, — 29; — Oj, fla, f'3 — KK^% 

— 161, — 35: — ti9= — I — tf0 = — I. 

— 161, — 36; — ^^^2^3 = I — f,/j/j = i. 

— 162, — 3; — t^= — t^.— t^z=z—t\. 



Le Direcleur-gérani, 

G. DE LONGGHAMPS. 



lail'lUHËRIE CENTRALE DB8 CHEMINS DE FER 
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LOGARITHMES ET FONCTIONS TRANSCENDANTES 

Par M-« Y* P. Prime. 



La présente Note a pour objet un exposé élémentaire de la 
théorie des fonctions transcendantes d'une variable imagi- 
naire, exposé plus élémentaire, croyons-nous, que celui que 
Ton adopte généralement et qui a, pour base, la considération 
des séries. On sait que la quantité imaginaire z = x -h yi 

(e = \/— i) roprésente, par rapport à des axes rectangulaires, 
le point de coordonnées x^y et que, si r = h- ^x* ■+• y* et 

tg<p = — , r s'appelle le module et ç l'argument de z qui 

X 

peut alors s'écrire ;s = r (cos ç + f sin ç). 

1. Définition. Nous définirons les logarithmes, comme on le 
fait en arithmétique^ par deux progressions. Le choix de ces 
progressions est assujetti à certaines conditions; il faut: 1® qu'à 
tout point du plan corresponde un logarithme ; 2® que, réci- 
proquement, un vecteur étant donné, on puisse le considérer 
comme le logarithme d'un second vecteur que l'on saura déter- 
miner; et 3^ que les logarithmes définis par ces progressions 
contiennent, comme cas particulier, les logarithmes arithmé- 
tiques. 

Je dis que ces trois conditions sont remplies si, n et A: 
étant des nombres réels pouvant varier de — oo à -h oo , ç, un 
arc quelconque et e la base des logarithmes népériens, on 
prend 

(i) tt = e" (cos <p + i sin 9), 

comme terme de la progression géométrique, et 

(2) V = n -h i(<p ■+• 2À:it), 

comme terme de la progression arithmétique. 

2- Observons d'abord que, pour 9 = A = o, on retombe sur 
le logarithme arithmétique. Cependant, si 9 seul est nul, sans 
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que k le soit, u est. réel et v est quelconque ; un nombre réel 
admet donc une infinité de logarithmes dont un seul n'est pas 
imaginaire et reproduit le logarithme arithmétique. Il résulte 
de là que les logarithmes définis par les relations (1),(2) doivent 
êtres représentés par une notation autre que la notation arith- 
métique; nous conviendrons d'écrire log \\u\\ = t; et noas 
lirons logarithme complexe de u égale v. 

3. Une expression imaginaire admet aussi une infinité de 
logarithmes, car p et 9 étant les coordonnées polaires du 
point d'affixe u, on peut écrire 

u = e^og 9 (cos cp 4- i sin <p), 

et on a log ||u|| = log p -H i (9 +• ikit). 

Si on donne 

u = a + biy 
il vient 

log ||u|| = log \/a* -h 6" -h t (arc tg v -+- 2^71). 

4. Démontrons que tout vecteur issu de Torigine admet un 
logarithme, et réciproquement; nous montrerons, en même 
temps, que deux vecteurs différents n'ont pas le même loga- 
rithme. Il nous suffira, pour cela, de constater que le vecteur 
décrivant tout le plan, son logarithme fait de même etne passe 
qu'une fois en chaque point. 

Soient u = p(cos ç -h t sin 9), 

et V = log ||u|| = logp + î(? + ^Att). 

Si 9 est constant et si p varie de o à + 00, l'extrémité 
de u se déplace sur la semi-droite d'argument 9 issue de 
l'origine et l'extrémité de v décrit une infinité de parallèles 
à l'axe de x; ces parallèles découpent le plan en bandes de 
largeur 27r, et si alors 9 varie de o à 21:, elles se meuvent 
parallèlement à l'axe de x et recouvrent complètement, mais 
uneseule fois, les intervalles qui les séparent. En même temps, 
la semi-droite, lieu des extrémités des vecteurs u, engendre 
tout le plan. 

6. Autrement. Supposons p constant et faisons varier 9 de 
o à 271 ; u engendre une circonférence et v une parallèle à 
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Taxe de y. Si ensuite p varie de o à -h oo, la circonférence 




rencontre une seule fois tous les points de plan, et la droite? 
lieu de v, se déplace, parallèlement à Taxe de y, dans toute 
rétendue du plan. 

6. Nous avons ainsi justifié complëtement Textension 
accordée au sens du mot logarithme; 
il nous reste à démontrer que le cal- 
cul des logarithmes se fait comme en 
arithmétique. Auparavant, nous étu- 
dierons quelques-unes des propriétés 
de la courbe décrite par l'extrémité 
du vecteur log ||w|| lorsque u engendre 
une droite A d'argument p issue du point d'affixe i (fig. 4). 

7. Dans les formules 

^ u = p(cos 9 + e sin cp), 

V = logi|t*|| = logp + i((p + 2&7r), 
nous ne considérerons que la plus petite des déterminations de 
(p et nous la supposerons comprise entre — ic et -h w. 
Les valeurs limites de 9 seront ainsi p et jo — tu, ces 

valeurs déterminent 
deux droites parallèles 
à ox^ découpant dans 
le plan une bande de 
largeur tu (fig. 2). La 
courbe demandée est 
comprise entièrement 
dans cette bande et a 
pour équipollence 

V = log p 4- i(p. 

Si oA est perpendiculaire à A (fig.i), oA = sinp est la 

plus petite valeur possible de p et, comme Kox = p , 

la courbe des v aura un point à tangente verticale déterminé 
par 

V = log sinp H- ilp j . 



Fig, 2. 
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Si Ton prend, sur la droite A, les points z, z' correspon- 
dant à une même valeur de p, les valeurs de v sont 

V = log p 4- tcp 
et v' = logp -H i(2p — 7c — 9). 

Il en résulte que la droite y = p est un axe de symé- 
trie de la courbe des v. 

8. Tangente en un point. Prenons les points [1.(0:= log p, y = <p), 
iif(x^ = logp -h dp, yi = ? 4-d?) correspondant aux points 
[jL, jx' de A. On a 

yi - y = cf?» 

et a?i — ne = log{p h- do) — log p = log ( i -f- -) = -° ; 

\ p/ p ^ 

le coefficient angulaire de la tangenle en «x est donc ~ • 

ap 

Or si MN est perpendiculaire sur OM' (fig. 3), on a 

M'N = c?p = ViW.co9(p— cp), 

^^' oL sine^y=MM-. ^^^<^"^\ 

P 

sin (p — <p) 
ou a<p = MM • —' 

P 

On a donc 



Fig, 5. 




r 



pci?9 



^ -5;-=tg(P-?), 

et il en résulte que la tangente au point p. de la courbe des v 
et la direction OM sont isogonales par rapport à la bissectrice 
de Tangle p. 

9. Corollaire, La tangente en est parallèle à A. 

10. Equation de lacaurbe en coordonnées cartésiennes. Prenons, 
pour axes de coordonnés, Taxe de symétrie OX et la tangente 
au sommet OY (fig. 2). 

Les coordonnées d'un point de la courbe sont 

(1) X = — log sin » + log p = loff -r^ 

° sinp 
et 

(2) Y = J - p + ^ 
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avec la relation de condition 

(3) p : sinjo = I : sin(p — ç). 

L'équation cherchée est donc 

e^.cos Y = I. 

Cette équation est indépendante de p, il en résulte que la 
forme de la courbe des v est invariable. Pour trouver comment 
cette courbe se déplace, lorsque A tourne, cherchons le lieu 
du sommet 0. 

Par rapport aux axes primitifs Ox, Oy, les coordonnées de 
sont 

X = log sin jo, y = p — ; 

rélimination de p donne 

X = log cos y, 
ou e* = cos y. 

On voit, parla, que le lieu du sommet de la courbe des v est 
une courbe égale à cette courbe, dirigée vers Taxe des x 
négatifs, ayant cet axe pour axe de symétrie et Torigine pour 
sommet. Donc, quand A tourne autour du point s = i, la 
courbe des v se déplace parallèlement à elle-même, son som- 
met décrivant une courbe égale disposée en sens inverse. 

(A suivre. } 



HSSAI HISTORIQUE 

SUR LA THÉORIE DES ÉQUATIONS 
Par M. Aubry. 

(Suitef voir page 181.) 



Dans le tome X des Ann, de Math, (1820), Sarrus a généralisé 

le procédé de Clairaut de la manière suivante. On peut toujours 

supposer qu'une équation cubique est ramenée à Tune des 

formes 

y^ - py ± q = o, y^ -h py ± q = o. 



En posant dans le premier cas j/ = ^ 20; i/^ et dans le 



= ±2X^i 
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second, y = ± 2l/(a;' — 0?, on ramènera ces deux cas 

à la forme unique 

40?» — 3a5 = a. 

Si on écrit 

/i 4- a 



a? = 20^ — I , 



«*/j — 2CC2 ^~ * » 



a;, = 25:3 — I , 



/l 4-01 
/i -ho. 



2 ^ ^ /i H-an-i 
a;^i = 2a;n- I , ^« = V — :; ' 

on aura en général 4x1 — Sx* = a*. 



•, on a, «A = y 



Or, on a, ak = if ^ H < i H 

2 4. 



d ou < - (*). 

a/fc_i - I 4 

Les termes Oj, «2, . . . se rapprochent donc rapidement de 
la valeur i. Passé un certain terme, on pourra donc employer 
la méthode de Newton et remonter à la valeur de x. 

Cette valeur peut être développée en fraction continue de 
cette façon. On a identiquement 

2ak 
2Xk-.i = I H > 

2Xk 

d*oîi le développement que voici, exprimé à la manière usitée 
aujourd'hui. 



(20^ 20, 2^3 2an. 

— ., — , — , . . . 
I I I 



n-l 2an \ 
l ' 2xJ 



(*) Uauieur ne démontre pas cette relation; U fait voir assez pénible- 
ment que le premier membre est < - , puis < -r , et enfin, qu'à rinfini, il 

a pour valeur -• 

4 
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OU sensiblement en poussant le développement assez loin 

2X = î -h { — -9 — -f . • . ) • 

\ 1 2 i+aj 

Sarrus tire de là une méthode d'approximation indéfinie de 

la trisection de Tangle, remarquable par la rapidité de sa 

convergence (*). 
Dans le môme volume, Gergonne a remarqué que si, par le 

point M (fig. 34) dont les coordonnées sont 

a, 6, on inscrit entre les axes une droite KL 

de longueur c (**), Tabscisse OL = x sera 

déterminée par la relation 

a;* — 2{a + b cos Ô)a3* -h (a« + 6* — c* 

H- 2ab cos 6)ic« H- 2ac*x — a'^c^ = o, ^*^- ^^' 

(*) Soit à trisecter l'arc MN (fig. 33); on prend, sur la perpendiculaire 

en S, SD quelconque; on décrit de D comme 
centre et avec 2. SM comme rayon un arc qui 
coupe SM en E, SDi est plus approchée de 
la corde des deux tiers de Tare MN que SD, et 
Terreur dans le cas le plus défavorable est trente- 
g p ]vj trois fois plus faible. On continuera de même. 

On peut tirer de cette trisection une méthode 

Fig. 33. nouvelle de résolution de l'équation cubique dans 

le cas irréductible à laquelle Sarrus n'a pas fait attention. Si Xi est 

une valeur approchée d'une racine de Téquation 405^ — 3aj + a = o, 

ou a < - , Texpression 

2 a 





(a) a?3 = 






serrera de beaucoup plus près; de là une troisième valeur x^y et ainsi 
de suite. 

Soit l'équation 4a;'» — 3a? + o,568 = o, qui a 0,2 pour une de ses 
racines. Posons a;, = o,3; on trouvera x^ = 0,19841. La valeur x^ 
déduite de cette dernière différera de la vraie valeur de moins de o,oooo3 , 
x^ en différerait de moins de 0,000001 ; â?5, de moins de o,ooooooo3; 
et ainsi de suite. 

La formule (a) sera, dans certains cas, plus commode pour le calcul, en 

la mettant sous la forme suivante 

a i\li -a?,2 4-v/i - a« 



3 + a* — 4.T,3 3 4- o* — 2X1* 

Nous laissons, à titre d'exercice, le soin de vérifier cette solution et la 
marche de l'approximation. 

(**) C'est là, probablement, la méthode graphique de résolution du 
quatrième degré, que Nev^ton promettait dans son Arith. univ. et qu*il a 
omis de donner. 
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qui pourra servir à résoudre l'équation du quatrième degré 

par l'assimilation des coefficients. Pour plus de facilité, on 

a 
fera ô = 90® et on aura, en posant x == z H — > 

♦ - (c« - 6« -h — )«» + a{c^ + b')z - ^ (c* - 6« - - j = o, 

3* + pz^ -f- j'Z -f- r = o, 
a = i V- 6(p zçL y/p^ - i2r), 

6 = — v^2(4^a — a* — i6r), 

Aid 

c = — v^2a(49a -h a* -h i6r). 

Ces valeurs se simplifient dans le cas de r = o, qui cor- 
respond au cas de Téquation cubique. (A suivre.) 



z 

ou 

d'où 



DE L'USAGE DES FIGURES DE L'ESPACE 

POUR LA DEFINITION ET LA TRANSFORMATION 

DE CERTAINES COURBES 

Par M. Anbry. 



1. DuctévoluHon, — La courbe p = F((i)) étant tracée sur 
la base d'un cône circulaire droit, avec le centre pour pôle, 

projetons- la 
perpendiculai- 
rement à la 
base sur la 
surface laté- 
rale du cône et 

développons 
cette surface 
sur un plan, ce 
qui donnera 
une seconde 
courbe plane : 
la figure 4 fait 
voir que les rayons vecteurs et les angles seront multipliés par 





f 
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S(X. 



le rapport — =: k. La transformée aura donc pour équatioii 

Pj = kF(k(ù). 

Cette transformation revient donc à amplifier ou à réduire 
l'angle dans un rapport constant ; on peut l'appeler ductéoolu- 
tion (transformation par projection et développement). 

Par exemple, la ductévoluée d'une circonférence p = cos w est 
une rosace. Ce théorème est dû à Guido-Grandi (voir/. S., 
1893, p. 194.). De même, les rosaces se transforment en d'autres 
rosaces. 

La droite p = sec o) a pour ductévoluée la courbe p = sec k(a, 
que nous appellerons épi : c'est l'inverse d'une rosace. De 
même, les épis se transforment en d'autres épis. 

La courbe p = tg co à laquelle nous donnerons le nom de 
cappa à cause de sa forme (*) donne le groupe des nceuds. 




[*) Cette courbe assez connue (voyez Journal 1887, pp. 253 et 264, et 
les Nouvelles Annales^ 1864, p. 41), jouit de nombreuses propriétés. Barrow 
(Lect, géom.) la construit ainsi : Soient les deux droites rec- 
tangulaires OA AK (âg. 2); par le point ftxe O menons une 
transversale OK sur laquelle nous prendrons OM = AK. Le 
lieu de U est un cappa» 

(Nous représentons dans nos ûgures lés lignes mobiles 
par des traits interrompus.) 

Newton (Arith. univ. et Méthode des flux.) la décrit d'un 
mouvement continu par le mouvement d'une équerre AMB ^i9' ^* 

(fig* S) dont un côté passe 
toujours par un point 
fixe O , tandis que le 
sommet B glisse sur la 
droite OX : le sommet de 
l'angle droit décrit le 

Fia 4 ^*PP*' 

^' ' Jean Bemoulli donne 

cette construction : prendre (fig, 4) Varc circu- 

aire KL égala Parc OK, tirer OL et mener 




A 



A 



0\ 



\ I 
\ I 



'B 




\ 



fig. a. 






KM parallèle au diamètre OA : le lieu de }â est un cappa. 

On peut comidérer le cappa comme le lieu des points de contact des tangentes 
menées du point fixe O à une circonférence dont le centre se meut sur une 
droite passant par O; comme la trajectoire du pôle étune spirale d'Archimède 
glissant sur une droite fixe en un point donné [en général, à la spirale p=tà* 

n 

correspond la courbe p(n tg (i))"~'^= i] comme la courbe telle que la surface 
NK (fig. 2) balayée par le vecteur OM entre la courbe et une droite AL croisse 
proportionnellement à Pangle, etc. 
La tangente en un point quelconque de cette courbe se construit très 
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p= tg ha, parmi lesquels on distingue la âtrophoïde p = tg — • 

2 

On remarquera que Tinverse du nœud p = tg /:a) est cette 
même courbe qui a tourné d'un angle — r (*). 

De la même manière, la cardioïde p = cos' - , la lemnis- 

2 

cale p" = cos w, la parabole p cos* - = i , l'hyperbole équi- 

latère p' cos a> = i » conduisent à la considération des courbes 
p = cos* kiù (**), p* = cos A;<i), p cos" fc(o = i , p* cos Ao) = i . 

2. — Nous ayons donné [loc. cil.) un certain nombre de 
théorèmes touchant les rosaces. Nous indiquerons ici plu- 



facilement : d*après le théorème de Bobillier, la normale en M (fig. 3) se 
trouve au point de concours des perpendiculaires élOTées en O et en B 
aux droites AM, OX. 

(*) Les épis et les nœuds peuvent encore se reproduire les uns par les 
autres, comme nous Tavons montré pour les rosaces (loc, cit.), ainsi, si 
deux cappa tournent autour de leur pôle commun avec des vitesses angulaires 

dont l'une est m^^^^ de rautre, le lieu de Vintersection est le nœud p = t^r — ^ ta. 

^ m-j-i 

Par exemple, si m = 3, le lieu est une stropholde. Si Tun des cappa est 

remplacé par une droite, le lieu est p = tg(m — i)». Si deux strophoides 

tournent autour de leur sommet avec des vitesses angulaires dont Vune est 

m— I (d 



^npte ^ Vautre^ le lieu de Vintersection est le noeud p = tg 

f»+ I 2 

On peut prendre deux nœuds quelconques et en déduire un troisième nœud 
quelconque, etc. 

De môme un épi quelconque peut être considéré comme le lieu de Vinter- 
section M d'une droite OM et du côté KM d'un angle OKM, la droite et Cangle 
tournant uniformément autour du point O; ou encore , comme le lieu de Tinter- 
section des côtés de deux angles droits tournant uniformément autour du point 
fixe des deux autres côtés. 

En général, si deux courbes identiques , rapportées à un pôle commun, 
tournent uniformément autour de ce p<Ue, le lieu de leur intersection est une 
ductévoluée de ces courbes. On a ainsi une nouvelle définition de la ducté- 
volution. Le théorème a également lieuj si Vune des courbes est remplacée par 
une droite ou une ductévoluée de Vautre, 

(**) La première de celles-ci peut encore ôlre définie comme étant une 
concholde de la rosace p = cos 2kfù, ou comme ayant son rayon vecteur 
moyen proportionnel entre ceux des concholdes des rosaces p = i +Bin Au, 

.= I — siniktt). 
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sieurs moyens de les construire mécaniquement. Par exemple, 

soit un assemblage de losanges égaux 

(fig. S) tels que les points 0, A étant 

fixes, les sommets M, N, P, Q, ... 

glissent sur les diagonales OM, ON, 

OP, OQ, ... ces mêmes sommets 

décriront respectivement les rosaces 

(0 iû 

p = COS 0), p = cos - , p=cos-, ... 

Ce mécanisme n'est autre chose que Textension du trisecteur 
de M. Laisant (note I). 

On a un mécanisme plus parfait, en se servant de losanges 
articulés comme l'indiquent les figures 6 ei7 : les points 




t. 





Fig, 7. 



et A étant fixes, les sommets M, N, P, Q, ... décrivent dans 

les deux cas les rosaces p = cos a>, p = cos - , p = cos — 9 

6 5 



(0 



p = cos - ,... Il n'y a plus ainsi de croisements de barres, ce 

qui, dans l'appareil précédent, est un défaut grave. 

La figure 8 indiqué le schéma d'un 
autre instrument analogue : le point 
restant fixe et le sommet K glissant 
sur OX, les sommets M, N, P, ... 
décrivent les rosaces 

0=2 cos -, p = 2 cos — > 
^ 4 

p = 2 COS p > • • • 
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On peut flxer K et faire glisser sur KX, ce qui donnera 

d'autreB rosaces. 
On peut, en compliquant convenablement ces appareils, 

leur faire décrire une rosace quelconque. En effet, supposons 

le point fixe tfig. 9) et le point K glissant sur OX, les 
sommets M, N, P, Q, R, S 
décriront respectivement les 
rosaces 

p = C0S^. p=C08|«,, 

" P = cos -u>, p = cos 6(1) . 

Fig.9- "^ 2 "^ 

Les autres sommets décrivent des conchoïdes de rosaces 
faciles à déterminer. Les tangentes de toutes ces courbes sont 
faciles à construire. 

Nous verrons plus loin plusieurs appareils particuliers 
(nolel). 

3, — Les nœuds et les épis peuvent se décrire par des 
appareils analogues. 

Nous avons vu plus haut (fig. 3) l'appareil à construire le 
cappa p = tg (11. Si ((ig. 10) le sommet B . 
glisse sur une parallèle menée à OX à 
une distance égale à OM, le lieu de M 
est la strophoïde, p = cotg— , construc- ^'^ 
tîon connue. { Briot et Bouquet, Géom. anal.) . ^'3- *». 

Si le T ^ branches égales AMKL (fig. if) se meut de 
manière que la droite KO glisse sur 
et que le point L glisse sur OX, le lieu 

M est l'épi f sin — = I. On peut 

aussi obtenir ce lieu : 1° par une équerre 
glissant à la fois sur une droite OL 
(fig. 12) et autour d'nne circonférence ayant un diamètre 
égal it la branche ML du T; ^ par nn J à branches inégales 
(fig. 13) glissant de la même manière, l'une des branches 
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étant égale au rayon et l'autre au triple de ce même rayon. 
Cette courbe a été Fig. 49. 

nommée la trisectrice M 

à cause de son usage ^^ \ 

pour la trisection de / 



// 




\ 



\ 




l'angle (note I). y^ A L ^ X o L X 

Le T À branches égales glissant de manière que AK (fig. 14} 

y. glissesurlepointOetlabrancheMKsur 

""^""-^^^^^^x^'^'T' ^^^ droite distante du point d'une 

/\ iXï . longueur égale à MK ou à OL, le lieu 

de M est Fépi p sin — = i ; c'est la 

trisectrice de Mac Laurin (note I). La 
figure 15 donne une autre construction 
de cette courbe. M 



^. ^ \ Le théorème de Bo- y 

'^"'■^*- N billier permet de me- ^,^ 



• N 



ner facilement la normale en un point donn é ^^ o x 

de cette courbe en utilisant notre construction. Fig. 45. 

Articulant en K (fig. 16) deux J égaux à branches égales, et 

les faisant glisser en et Texlrémité L sur OX, les points Met N 

Fig. 46. Fig 47. ^ décriront les courbes 

a w / -^^K ptg-= = i,etpsin-=i. 

? -\K / ^ ^ 4 

/ . V / y^^ Si le môme appareil 

z^^""' \ / x" L se meut de manière que 

--"/O L K ^-JTi V ^ glisse sur une paral- 

* " / lèle à OX menée à une 

distance égale à la longueur d'une des branches (fi^. 17), les 
pointsMetNdéciront pig, ,s. Fig. 49. ^ 

respectivement les /^^^M 



O) ^l M / >K 



courbes p tg -= i. Z^""^- v 



etp8m-=.. -/;2^_^ . /. ^ 

Ces deux construc- / ^ X X / X' 

tiens peuvent êlre remplacées par celles qui sont indiquées, 
fig. 18 et 19. On peut les étendre facilement. (A suivre.) 
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NOTE DE GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE 

Par M. €h. Michel. 



Considérons dans un plan un pôle et une courbe y ; prenons 
deux points voisins M et M' sur cette courbe et appelons 
P et P' les projections du pôle 0, sur les tangentes en M 
et M' qui se rencontrent en un point I. Les angles OPP' et 
OIP', inscrits dans la circonférence décrite sur 01 comme 
diamètre, sont égaux ou supplémentaires. Quand M' se rap- 
proche de M, P' varie sur le lieu des projections du pôle 
sur les taligentes à y et se rapproche de P. L'angle OIP' va 
alors se confondre avec Tangle Y que fait la tangente en M 
avec le rayon vecteur OM ; la droite PP' se rapproche de la 
tangente en P, au lieu décrit par le point P, et Tangle OPP' 
tend vers Tangle de cette tangente avec le rayon vecteur OP. 
Appelons ds la différentielle de Tare MM' et do la diffé- 
rentielle de Tare PP'. Nous avons, si p est la valeur du vec- 
teur OP et r celle du vecteur OM, les relations 
dp = da cos V, et dr = ds cos V, 
, dp dfi 

^*"^ Tr = -di' 

De plus, si e est la mesure de l'angle PIF, dans la cir- 
conférence décrite sur 01 comme diamètre, l'arc qui est 
sons-tendu par PP' est égal à 

01.6. 

La différentielle de cet arc est évidemment (fe; si e 

représente la différentielle de l'angle e, nous avons donc 

ds = r.c 

Mais, p étant le rayon de courbure au point M, 

ds 
c = — • 

P 

^ d(s ' r 

Donc -- = -, 

ds p 

dp r 
et, par suite, ^ = -. 

dr p 

Nous obtenons ainsi une formule connue, utilisée dans la 
géométrie infinitésimale. 
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CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu, il y a déjà quelque temps, de M. Pellet, 
doyen de la faculté des sciences» de Giermont, Tintéressante 
lettre qu'on va lire; Tabondauce des matières nous a malheu- 
reusement empêché de la publier plus tôt : 

« Voici une propriété — peut-être n'a-t-elle pas été encore 
remarquée — des rayons de courbure d'une hypocycloïde. Le 
cercle décrit sur un rayon de courbure, comme diamètre, coupe 
orthogonalement le cercle de base. 

Dans le cas de la cycloïde, la proposition est bien connue. 

Comme vous le voyez, c'est une propriété analogue à celle 
que vous avez trouvée pour les cercles de courbure des coni- 
ques; ici le cercle de Monge est remplacé par le cercle de 
base, et Thomothétie est directe au lieu d'être inverse. 

Voici encore une propriété très simple des rayons de cour- 
bure de la courbe y = Aa?*", A et m étant deux quantités 
quelconques, famille qui comprend la parabole pour m = 2 ou 

pour m —, et l'hyperbole équilatère pour m = — i. Soient M 

un point de la courbe, MT la tangente, G' le syméti^ique du 
centre de courbure par rapport au point M, et N le point de ren- 
contre de MG' avec Vaoce des s; la parallèle, menée par G, 
à Vaxe des y, la 'parallèle à la tangente, menée par le point N, 
et le rayon vecteur OM sont trois droites concourantes. est 
l'origine des axes coordonnés supposés rectangulaires. 

En obser- y 

vant que l'é- 
quation 

y = Aaf*, 
peut s'écrire 

et posant 

_j 

B = (A) "» 
I 

[X = -, 

m 
on voit que la 

parallèle, menée par G', à l'axe Ox, la parallèle à MT, tracée 
par le point N', et la droite OM sont concourantes. 
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EXERCICES 

Par M. Barisien* 

{Suitey voir page 185.) 



75. — Etant donnée une parabole de foyer F et de sommet 0, 
mr chaque rayon vecteur focal Fk comme diamètre^ on décrit un 
cercle: ce cercle rencontre la parabole en trois autres points B, G, 
D. Montrer que: 

1^ Le Ueu du centre de gravité du triangle BCD est une para- 
bole; 

2^ Le lieu du centre de l'hyperbole équilatère circonscrite au 
quadrilatère ABGD est une parabole ; 

3^ Cette hyperbole enveloppe une cubique; 

4^ La seconde parabole circonscrite au quadrilatère ABGD 
enveloppe une cubique ; 

5® On a la relation : 

FA - FB - f G - FD = 4FO. 

Soient (o?! y^) les coordonnées du point A. On sait que 

(1) FA = a?, -h ^• 

2 

L^équatioQ du cercle de diamètre FA est donc 
ou, en développant et remplaçant x^ par — » 

2p 

(2) x« + Y«-^^(yî-hp«)-Yy, + ^* = o. 

L*équation de la parabole est 

(3) Y* — 2pX = o. 

En éliminant X entre (2) et (3), nous formons Téquation aux ordonnées 
des quatre points A, B, G, D. 

(4) Y» - lyî - 3i>«)Y« - 4p«y.Y +p«yî = o. 

Cette équation admet la racine Y = y^ correspondant au point A. Si 
donc on divise le premier membre de (4) par Y — y, on oblient pour 
réquation aux ordonnées des points B, G, D, 

(5) Y» -f- y.Y» + 3p»Y - p»y, = o. 

!• Si (X,, Yi)(X», Y,)(X3, Y3) sont les coordonnées des points B, G, D, 
on a 

(6) Y. -h Y, 4- Y3 = - y,, 

(7) Y.Y, + Y,Y3 + Y,Y3=3p«, 

(8) Y.Y,Y,=p«y.. 
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Remarquons» en passant, que si on élimine p^ et yi entre les trois 
équations (6), (7) et (8), on obtient la relation assez curieuse 

III 3 

Y» "^ Y. "^ Ys "^ Yi 4- Y, + Y, "" °* 
c*est-à-dirc que la somme des inverses des ordonnées des points B, G, D 
et de leur centre de gravité est nulle. 
Les coordonnées (a;, y) du centre de gravité du triangle BGD sont 

3y = Y,4-Y. + Y3, 

Yi M- Yi + yI 

3x = Xj -f- X« 4- Xa = 

2p 

_ (Y, + Y, 4- Y,)» - 2(Y,Y, + Y,Y3 4- Y,Y,) ^ 

2p 

ou, en tenant compte des relations (6) et (7), 

3y = ^ y^, 

Spx = yl — 6p*. 
L'élimination de t/i entre ces deux équations conduit à Téquation de la 
parabole 

2» 

y* = -j{x+p). 

2* L*équation générale des coniques passant par les points d'intersec- 
tion de la parabole (3) et du cercle (2) est 

2 

(9) X(Y> - 2pX) 4- X» 4- Y» - ^ (1/f 4- p') - Yy, 4- ^ = o. 
Pour X = — 2, cette conique sera une hyperbole équilatère 

(10) X« - Y» - |^(î/î - 7P'] - Yy. 4-^ = o. 
Les coordonnées du centre de cette hyperbole sont 

(11) X=^^^^\ Y = -^. 

4P 2 

Si on élimine y^ entre les deux équations (11), on obtient pour le lieu 
du centre Téquation d*une parabole 

4Y» = 4pX 4- 7P'. 
3* L'équation (10) de l'hyperbole étant du second degré parrapportau 
paramètre variable t/i , ou obtient immédiatement Téquation de l'enveloppe 
en exprimant que Téquation en yi a une racine double. On trouve ainsi 

X(2X-p)(2X + 7P) 

4(X-p) 
équation d'une cubique. 

4. La conique (9) est une parabole pour X =r — i . L'équation de la 
seconde parabole passant par les points A, B, G, D est donc 

(12) X« - ^(yf - 3p«) - Yj/. + ?^ = o. 

zp 4 

Si on exprime que cette équation du second degré on y^ a une racine 
double, on trouve l'équation 

Y, ^ X(2X4-3p)(p-2X) . 

2p 

G'est une cubique, enveloppe de la parabole (12). 



210 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

5- On a 

FB+FG+FD= (x, H- ?) + (x, +?)4-(x. + = X,4-X,+X3-h^. 
Mais 

Y^+Yj+Yj (I:y.)'-2(2:y.y,) yf-ep» 

Ai + Aj-t-A3= = = =zXi — Dp. 

2p 2p ip 

Par conséquent, 

(13) FB -h FG + FD = a;, — ^. 

2 

Si on retranche entre elles les relations (13) et (1), on trouve la relation 

FA — FB — FG — FD = 2p = 4FO. 

Remarqua, — On peut encore trouver une relation assez curieuse qui 
lie les distances du point F aux quatre points A, B, G, D avec les 
côtés et les diagonales du quadrilatère ABCD. 

On a 

= 2xî + pSx. + ^', 

4 

et comme 

2p 4 4 2 

on a donc 

(U) FB« 4- FC* + FÏ5« = a;? - -^ -+. i^' . 

2 4 



On a aussi 

(15) 



•^ .a 



2 4 

De sorte que la somme des carrés des distances du foyer aux points 
A, B, G, D a pour expression 

(16) FÂ* + FB* + FG* + FD* = 2a;? - 3y\ + ^. 

2 

Si on cherche maintenant la somme des carrés des distances du. point 
A aux trois autres points B, G, D, on trouve 

Âb* + ÂG* + ÂD* = S(^i - X,)» + S(2/. - YJ« 

= 3xf + 3t/? - 2x,SX, - 2î/,2;y, + Ixî + Sy? 
ou 

(17) ÂB* -h ÂG* -f- ÂD* = 2x1 + 5yî — -^\ 

On trouve de mdme, pour la somme des carrés des côtés du trian- 
gle BGD 

BG* -f- BD* -H CD* = 2(X, — X,)«H- ^(Y, — Y,)» 

= 2SX? + 22:YÎ — 2SX,Xj - 22Y,Y, 
ou 

(18) BG* + BD* + CD* = 20^ - yyl - ^JÉ. 

2 



,' 
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Si donc nous posons, pour abréger : 

S, = FÂ' H- FB" + FG* 4- FDS 

S, = AB* 4- ÂG" 4- ÂpS 
Sa = BG* 4- BD* + CD*, 
nous avons .les trois relations (16), (17) et (18) qui s'écrivent 

20^ - 3yf = S» - ^, 



205? 4- 5yî = Ss 



2 

3p' 



9 

2 



2a^-7yf = S,4-^. 

Si on élimine a^ et y\ entre ces trois relations, on trouve 

3S, — S, — 2S8=36p«, 
c'est-à-dire que, quel que soit le point A, on a la relation 

3(FÂ*+FB"4-FC"+FD') - (ÂB*4-ÂG'4-ÂD")— 2(BG'4-BD'4-CD*) = 36p\ 
On démontrerait encore de la même manière la relation suivante 
2p. FA — (FB.FG 4- FB.FD + FG.FDj = p*. 



ECOLE CENTRALE 

SESSION 1895 (JuiUet), 



On donne deux axes rectangulaires OX OY; sur V axe des x, un 
'point A d'abscisse x = p; sur l'axe des y, un point B d^or- 
donnée y = q. 

1® Écrire r équation générale des coniques passant par le point A, 
tangentes à Faoce des y, en B, et admettant, pour diamètre conju- 
gué de OY, une droite dont le coefficient a?igulaire est m. 

Faisant varier m, on cherchera le lieu des centres des hyper-- 
boles équilatères qui font partie du faisceau de coniques représentées 
par r équation générale et le lieu du point de rencontre du diamètre 
conjugué de OY dans ces hyperboles avec leur tangente en A. On 
distinguera sur ces deux lieux les régions qui répondent à des 
hyperboles pour lesquelles les points k et B sont sur une même 
branche, de celles pour lesquelles ces points sont sur des branches 
différentes. 

2® Faisant encore varier ni et considérant les paraboles qui 
font partie du faisceau de coniques représentées par Péquation 
générale, on démontrera que, par un point du plan, on peut faire 
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pcu^ser trois axes de ces paraboles. On considérera les points du plan 
pour lesquels un des accès est parallèle à OY et on cherchera le lieu 
des points d'intersection des deux paraboles qui correspondent aux 
axes non parallèles à OY. 

3® On formera l'équation de la corde commune AG de ces deux 
paraboles et on cherchera le lieu de Viniersection d'une parallèle à 
cette corde, menée par Torigine^ avec les diamètres conjugués de oy 
dans ces mêmes paraboles. 



QUESTION 339 

Solution, par M. Elgé. 



On considère une famille de coniques : tangentes à une conique 
fixe £ ; ayant avec ïi , un foyer commun F, passant par le 
second foyer F' de Jl. Montrer que toutes ces coniques ont Taxe 
focal de longueur constante. (E.-N. Barisien.) 

Soit G une conique du réseau. Supposons, pour fixer les 
idées, que 2 et G soient des ellipses. 

Joignons le point de contact M aux foyers F, F', et soit 
F" le second foyer de G; ce point est évidemment situé sur 

MF', à l'intérieur de G, entre M 
et F', par conséquent. On a donc 
(t) FM+F''M-fF"F'H-FF'=2a+2c. 
Or, en désignant par 2A. la lon- 
gueur de Taxe focal de G, on a 
(2) FM + F'M = F'F' t FF' = 2A 
Les égalités (1), (2) donnent 

2A = a 4- c. c. Q. F. D. 
On voit, incidemment, que la distance du second foyer des 
coniques G au second foyer de S est aussi constante. 

Il en résulte que le lieu des seconds foyers des coniques de la 
famille G est un cercle. 

Enfin le lieu du centre des coniques de la famille G est un cercle 
concentrique à £. 




r 
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QUESTION 394 

SolatloD, par M. G. TzitzéicAi à Bucarest. 



Étant donnée une parabole F ; 

i» Trouver le lieu des points P tels qu'en abaissant les trois nor^ 
maies à F, dont les pieds sont A, B, G, et les seconds points de 
rencontre avec F sont k\ B', G, les normales aux points A', B', G' 
concourent au même point P'. 

Trouver le lieu de P' et montrer que PP' enveloppe une hyper- 
bole. 

2® Trouver le lieu des points P tels que les triangles ABC, 
A'jB'jC aient leurs aires dans un rapport donné, 

(E.-N. BarisieQ.) 

1® Soient x = 2/?/*, y = 2pt 

les coordonnées d'un point de la parabole. La normale en 
ce point a pour équation 

(X - 2pt^) 2t -hY - 2pt = o. 

Elle passe par P (a, p) si Ton a 

(1) 4p/' - 2 (a - p) f - p = 0. 

Si P est sur la parabole a = 2pm*, j3 = 2pm et (1) devient 

{t — m) (2<* -H 9tm -H i) = o, i = m, 
et 

(2) 'Jt* H- 2tm +1=0. 

De (1) et (2) on déduit que les points A, B, G — pieds des 
normales menées de P à la parabole — ont pour paramètres 
^i» ^> ^ — racines de (1) — et que A', B', G' ont pourpara- 

.. I + 2^1 I -h 2/2 , 1+2^1 

melres m^ = > m, = — • et m, = • 

2ti 2^ 2^5 

Or les normales en A', B', G' concourent en P' (a?, y), m^, 7»,, 
m, sont alors les racines de l'équation 

(3) AP^n^ - 2 (a? - p) m - y = o, 

d'où 

X — p 
m^ -h m, -♦- W3 = o, m^Wj + m,m, + m^mi = — 



y 

et miWi.m. = -^ ; 

4P 



2p 
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en remplaçant m^, m., m, par leurs valeurs en t^^ t^^ f, on 
obtient 

tj/j^, 2p 2/)' 

a = p, X — a = 3p, Py -♦- 2a* = o, 

ou a = p, aï = 2p, 4Py H- 2p" = o. 

Les lieux de P et P' sont deux droites perpendiculaires sur 
Taxe de la parabole. 
L'équation de PP' est 

{y - p)X -pY-p(y- p) +pP = o; 
remplaçons y par sa valeur tirée de (4), on trouve 
(X - 2p) p« + pYp -h 2p« (X - p) = o. 
L'enveloppe de PP' est par conséquent 

p»Y« - 8p« (X - p) (X - 2p) = o, 
ou 8X« - Y» - 24pX + 1 6p« = o, 

une hyperbole ayant l'axe de la parabole pour axe, et les 
sommets dans les pieds des lieux de P et P' sur l'axe de la 
parabole. 
2<> Soient S et S' les aires de ABC et A'B'C. On a 

2S = 4p^ tl t, 1 =^ 4p« {t, - /,) {t, - t,) (t, - i), 

2S' = — 4P» (mj -- wia) (m^ — m,) (mj - m,) 

= - 4P' (^ - Q iU - h) {t, - ' " ^tlA; ^'^'' • 

1 2 3 

D'ailleurs S' = A;S; 

donc I - 22fi/a = 8(A: H- i) /? ^i tl; 

or de (1) on a 

2p lOp* 

2p 

donc û» = 7 — Î-— a. 

A; -h I 

Le lieu est une parabole ayant le même sommet et le même 

axe que la parabole donnée. 
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QUESTIONS PROPOSÉES 



450. — Démontrer que les angles Â, B, G et les côtés a, 
6, c d'un triangle sphérique quelconque vérifient les relations 
suivantes 

sin — (A + B) cos — (a — 6) 

S. ^ ^ 



. c 
sm — 

2 






LX < 


. G ' 
sin — 

2 


• ' /A 

sm — (A — 

2 


B) 


= 


A. 


sin - (a - 6) 

2 


c 
cos — 

2 




. G ' 

sm — 

2 


cos — (A + 

2 ^ 


B) 


= 


A. 


COS- (a 4- 6) 


. C 

sm — 

2 




G ' 
cos — 

2 


cos - (A — 

2 ^ 


B) 


— 


A. 


sin — (a + 6) 

2 


C 

cos — 

2 




G ' 

cos — 

2 



8. 



dans ces formules, on a posé, suivant Tusage, 

a + 6 H- c = 2J9, 

A-hB + G — -^ = 26 
8* = sin p sin (p — a) sin (p — 6) sin (p — c), 
A* = sin 6 sin (A — e) sin (B — e) sin (G — e). 

(Joseph Gillet,) 
451. — Si a, p, Y représentent les longueurs des bissec- 
trices intérieures dn triangle sphérique ABG; M, N, P les 
angles qu'elles forment avec les côtés opposés a, 6, c, démon- 
trer les relations suivantes 

cotg a cotg p cotg Y 

COS — (cosB-h cosG) cos — (cosG-f- cos Aj cos— (cosA+cosB) 

^ »^ Jê 

cotg M cotg N _ cotg P _ 

• A. "* \ B G ^ ^' 

sin a sin — sin 3 sin — sin y sin — 
2 2 '2 



216 JOURNAL DK MATHÉMATIQUES SPÉGIALBS 

C08 A + C08 B + cos G 

À fi G 

=: sin— sin M cos a + sin — sin N cos ô h- sin— sin P cos v. 

2 2 2 * 

(Joseph Gillet.) 

452. — On considère une hypocycloïde à trois rebrousse- 
ments dont Tun des points de rebroussements est A. Soient : 
S le cercle circonscrit à l'hypocycloïde; 2' le cercle tangent 
à S, en P, sur lequel se trouve le point M de rbypocycloïde, 
tel que arc MP = arc ÂP; M', le point diamétralement opposé 
à M dans le cercle £'; A', le point diamétralement opposé 
à A dans le cercle £. 

Montrer que le lieu du point de rencontre des droites AM 
et A'M' est un cercle concentrique au cercle £ et de rayon 
moitié de celui de S. (B.-N. Barisien,) 

453. — On donne une circonférence de cercle et des 
triangles inscrits qui ont un sommet commun en un point de 
cette courbe; en outre, en ce sommet, les angles de ces 
triangles sont égaux. On demande à quelle courbe appartien- 
nent les centres des cercles inscrits à ces triangles ? 

(Mannheim.) 

454. — Deux coniques F^, T,, ont un double contact; par 
le pôle (o de la corde des contacts, on mène une sécante fixe 
A et une sécante mobile 8; la première coupe les coniques 
aux points Aj, A, ; la seconde les coupe aux points ai, a,. 
Quel est le lieu géométrique du point d'intersection des 
droites A^aj, A^a,? (V^F. Prime.) 



ERRATA 

Page 1S6, ligne 6, au lieu de SP lire SQ. 

- 186, - 8, - SQ - SP. 

_ 187, — 7, — v/6(ii >/33— 6 3) - v/6(i 1^33—63). 

— 187, —21, — 8>/2 — II — 8>/2 — II. 



Le Directeur-Gérant, 

O. DK LONQGUAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DB FKR 
IMPRIMERIE CHAIX, RUE BERGÈRE, 20, PARIS. — 16578-8-95. 



JODBNAL Dl MATHiMATlQUES SPÉGIALKS 217 

SUR LE MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE 

DANS SON PLAN 
Par M. A. Pellet, doyen de la faculté des sciences de Glermont. 



I. — Nous pouvons définir le mouvement d'une figure plane 

dans son plan par les positions successives de deux de ses 

droites que nous choisirons rectangulaires l'une sur Tautre. 

Soient 

l =a;cos<p H- ysincp — p = o, 

r[ = — icsincp H-y cos(p —p^=o, 

les équations de ces droites par rapport à Jes axes fixes; p etp, 

sont des fonctions de (p; la première est prise pour axe des r\ 

et la seconde pour axe des l dans Je plan mobile. A un système 

de valeurs données pour ^ et tj correspond un point dans le 

plan mobile et Télimination de (p donnera la trajectoiro de ce 

point dans le plan fixe. 

Soit AS H- Bti H- G = 0, A, B et G étant des constantes, 

l'équation d*une droite du plan mobile. Daus le mouvement 

du plan, cette droite enveloppe une courbe dont la normale 

pour une valeur de <p a pour équation A5^ H- Btj^ = o. Elle 

passe parle point Ç^' = o, t),' = o, centre instantané de 

rotation. De même la développée n*'°*® a pour normale la droite 

elle passe par le point d'intersection des droites : 

Ç^n+l — '^y ^^n+l — O, 

ou 

/ (n -h i)tz\ , I fn -»- i) 7c\ 
OJCOSU H ' — 1 T+- j/sinfcp 4- ■ ; 1 — j9('»+i) = o, 

•/ n4-T\ / n-hi\ .... 

— ajsinU -+- TTJ + y cos (9 h -jrj — pjt'H-i) = o, 

que nous appellerons (n h- i)'^™^ cemXre instantané de rotation; 
nous désignerons ses coordonnées par Xny yn dans le plan 
fixe, et par Sn» ^in dans le plan mobile. 

JOURNAL Dl MATH. SPiC. -^ 1895. 10 
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Les équations précédentes donnent facilement pour les déri- 
vées x^.y'n, de Xn.ynf par rapport à <p, les valeurs 

^n = — (Vn — î/n+l)» Vn — ^n " Xy^j^^. 

On en déduit le théorème suivant : 

Le lieu du (n 4- i)***"® centre instantané de rotation, I„, a pour 
normale la droite Inin+i , et l'on a : 

dx^ + dyS = U^i^dç». 

2. — Les coordonnées du centre instantané de rotation (I) 
sont données par les équations 

— X sin <p H- y cos ^ — p' = o, 

(1) — X co8(p — y sin ç — jOi = o, 

par rapport aux axes de coordonnées fixes; ce qui donne pour 
coordonnées de ce point, par rapport aux axes mobiles, 

(2) î= -pi- p, 71 =p' -p,. 
On vérifie aisément la relation 

dx* -+. dy* = dl* 4- dfi*. 

L'élimination de 9 entre les équations (2) donne le lieu du 
point I dans la figure mobile, la roulette; et entre les équa- 
tions (1); le lieu du point I dans le plan fixe, la base. 

Pour étudier la situation respective de la base et de la rou- 
lette, prenons le point I pour origine et faisons coïncider 
Taxe des x avec l'axe des l. Taxe des y avec Taxe des t), 
et prenons pour axe des y la tangente commune à ces courbes; 
Taxe des x coïncide alors avec la droite 11^. 

Alors, pour ç = o, on a : p := p' = p^ = p[ = o; pi = o, 
p''=— ajj; aj„ = Ç„, y„ = 7|n pour toutes les valeurs de n ; et 

a;4„-i = />n X,n=''p[''^'\ X,^,= -p^'^^ X,r^2 = P[''^^ ; 

Il Tient, pour les valeurs de cp suffisamment petites : 

l = ^ {x^ - or,) + ^ (y% - y.) + ^(- «8 ■+- «4) + • • • 

Tj = - (paî, - ^ j/, + '^(- «, + a?,) + -f (- 2/8 -^ !/») + • • • 
d'oh 

a Va;,/ \ 2 cCi 6 / \a;i/ 
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De même 
d'oîi 



a? = 



2 \xj \ 2 a?i 6 / \xj 

Ainsi, en appelant R le rayon de courbure delà base et R, 
celui de la roulette, on a 

1- i - i. - -1 
a?4 ~ R Ri "" II, ■ 

3. — Cherchons dans quel cas la roulette et la base sont 
des cercles. Prenons pour axes des a? et des y deux diamètres 
rectangulaires du cercle de base, et pour axes des l et des -y), 
deux diamètres rectangulaires de la roulette. On aura les 
deux équations : 

p'2 + p[^ = b\ (p[ + pY -h (/ - p,)« = r«, 
6 etr étant respectivement les rayons de la base et de la 
roulette. Eu dérivant on en déduit 
py + Pip'l = o, (pi -+- p) (pï -t- pO 4- (p' - pi) (p" - p'i) = o.. 

Posons : X = — = — ^ , 

Pi P 

la seconde équation devient : 

to' + PiPi)( - X + i) = 0. 
Ainsi X = I ou pp' 4- Pipi = o. Pour X = i, on a 

p = c -H Cq cos <p 4- c, sin (p, 

p^^ c^-^ Cq sin çp -*- c, cos <p, 

les quantités c étant des constantes reliées par les équations 

cg + Cl = 6% c« + c| = r«. 
Ces valeurs de p et p, constituent l'intégrale générale du 
système d'équations simultanées (1), mais ne donnent pas la 
solution du problème de géométrie. Il reste la condition 

pp' + jpip'i = o, d'où 

p« 4- pî = a\ 

a étant une constante arbitraire; et finalement : 

p = a cos a(<p — <po)> Pi = ^ a sin a((p — 9^), 
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^0 étant une constante arbitraire et a, a des constantes satis- 
faisant aux équations : 

a*a* = b\ a*{i ± a)" = r«. 

Si on se donne 6 et r, il y a deux mouvements possibles 
pour la figure mobile correspondant aux cas où les cercles 
(6) et (r) sont tangents intérieurement ou extérieurement. 

Les enveloppes des axes des l et des t) sont des épicycMdes. 
Si Ton se donne Tune d'elles, Tenveloppe de Taxe des tj, par 
exemple, a et a sont donoés, et il en résulte deux valeurs 
possibles pour Pi, it deux valeurs correspondantes pour r; 
b est déterminé. 

Remarquons que lorsque a est purement imaginaire, 
Tenveloppe de la droite : 

X cos <p H- y sin <p — a cos a (cp — Ço) = o 
est réelle, mais 6* est négatif, r imaginaire et l'enveloppe 
de l'axe des \ est imagiaaire. 

4. — Si dans deux mouvements d'une figure mobile, les 
n premiers centres instantanés, I, Ii, ..., In-if coïncident 
pour une valeur de (p, les valeurs de p, p', . . . , p^'*^• Pi, pi, 
...,jp("\ sont égales, pour celle valeur de ç; et l'une au 
moins des (n -H i)® dérivées de p et de p^ diffère de la 
valeur des dérivées correspondantes pour l'autre mouvement 
si les (n 4- i)** centres instantanés ne coïncident pas. 
M', Ml étant les positions d'un point quelconque M après 
une variation infiniment petite de 9, (fip, la distance M'M[ 
est un infiniment petit d'ordre (n 4- i). 

Les bases et les roulettes dans les deux mouvements ont 
respectivement un contact d'ordre (n — i). Les enveloppes 
d'une courbe q.q. dans les deux mouvements ont un con- 
tact d'ordre n; et même on peut substituer à la courbe (G) 
une autre courbe (C) ayant avec elle un contact du n^*™® ordre 
au point où elle touche son enveloppe. Les enveloppes de la 
courbe {G) dans les deux mouvements ont un contact d'ordre 
n entre elles et avec les enveloppes de la courbe (G). En 
effet soit F(Ç, iq) = o l'équation de la courbe (G) par rapport 
aux axes ^, iq mobiles avec elle. Son équation par rapport aux 
axes fixes s'obtiendra en remplaçant \ par x cos(p + ^ sin<p 
— p et '0 P8^^ "" ^ ®^^ 9 "+■ y c^s <p — Pi ; et l'élimination 
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de <p entre les deux équations 

F($,-,i) = o. f; r, + f; 7,; = o, 

donnera Téquation de Tenveloppe par rapport aux axes fixes. 
Les n premières dérivées de y, considéré comme fonction 
d*â;, ne dépendent que des n premières dérivées des fonc- 
tions p, Pi , et des n premières dérivées de t^ par rapport 
à ^ ; or ces n dernières seront les mêmes, si on substitue à 
la courbe F($, ïi) = o une autre courbe ayant avec elle un 
contact d'ordre n. 

Ainsi les points de contact de la courbe (G) avec son enve- 
loppe sont les pieds des normales abaissées du centre instan- 
tané I sur cette courbe, puisque les normales aux enveloppes 
de toutes les droites passent par I. Soit P le pied d'une de 
ces normales; le cercle osculateur, en P, à la courbe (G), a 
pour enveloppe une courbe ayant un contact du second ordre 
avec l'enveloppe de (G), au point P. D'ailleurs, l'enveloppe 
d'un cercle quelconque est une courbe parallèle à la trajectoire 
du centre de ce cercle. 

Lorsque, pour deux mouvements d'une figure plane, les n 
premiers centres instantanés T, Ij, . , . , !„_»•, coïncideront, nous 
dirons que ces deux mouvements ont un contact d'ordre n. 

5. — Lorsqu'un cercle roule sur une courbe quelconque, 

l'enveloppe d'un diamètre de ce cercle est la trajectoire d'un 

point d'un cercle de rayon moitié, qui roule sur la même base, 

les points de contact de ces cercles avec cette base restant 

toujours confondus pendant tout le mouvement et le petit cercle 

étant intérieur au grand; et réciproquement. Soient r le 

rayon du petit cercle, 2r le rayon du grand cercle, R le rayon 

de courbure de la base, I le point de contact des cercles (r), 

(2r) avec la base, centre instantané de rotation pour les 

deux mouvements ; Ii le second centre instantané pour le 

mouvement défini par le roulement du cercle (r), J^ le second 

centre instantané pour, celui défini par le roulement du cercle 

(2r) ; on a : 

I r I 



I 

r"" 


I 
r 


— 


I 

II. 

I 



TT > 



R 2r IJ, 

,, , .11. 

d ou = — • 

IJ, 2r II, 
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Le centre de courbure de la trajectoire d'un pjint (M) du 
cercle (r) se trouve sur le cercle décrit sur IJ^ comme dia- 
mètre, lieu des centres de courbure des enveloppes des droites 
de la figure mobile dans le mouvement défini par le roulement 
du cercle (2r); et IM est la normale à cette trajectoire. M' 
étant le centre de courbure de la trajectoire en M, on a donc 

I I _ 1 

G étant le point de rencontre de IM avec le cercle décrit 
sur IIj comme diamètre, cercle qui a reçu de M. Dewulf 
le nom de cercle des centres. 

6. — Revenons au cas où la roulette et la base sont quel- 
conques. Si Ton substitue à la base un cercle tangent en I et 
de rayon 31, et à la roulette un cercle tangent en I et de 
rayon Si^ , le nouveau mouvement aura un contact de second 
ordre avec le premier, pourvu que Tunique relation 



R R, 31 3li li^ 

soit vérifiée. On peut disposer de 31^ de manière que le 
cercle qui constitue la nouvelle roulette passe par un point 
donné de la figure mobile (M), et alors la construction du 
numéro précédent donnera le centre de courbure de la trajec- 
toire du point M. On a donc encore la relation 

_T i^ _ J I 

IM' m ~ IG "" ILcosn' 
G étant le point de rencontre de IM avec le cercle des centres, 
n Tangle de IM avec la normale à la base au point I. 

7. — Lorsque les trois premiers centres instantanés I, I^ , I 
sont en ligne droite, on obtient un mouvement ayant un 
contact du troisième ordre avec le mouvement considéré en 
faisant rouler le cercle osculateur de la roulette sur le cercle 
osculateur de la base. Dans ce cas, la courbe lieu du point I 
coupe normalement en I^ la droite 11^ . D'après le § 2, et 
en adoptant les notationp de ce numéro, on obtiendra, dans 
tous les cas, un mouvement ayant un contact du troisième 
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ordre avec le mouvement considéré, en prenant pour roulette 
la courbe 

et pour base la courbe 

' il)' - 1 (i.y 

pourvu que 6^ — a, = y^. 

LOGARITHMES ET FONCTIONS TRANSCENDANTES 

Par M— V* F. Prime. 
(Suite et /în, voir page 193.) 



a, = 'j^(y\' + k(yy^... 



11. — On retrouve la courbe des v par la question suivante ; 

Trouver la courbe dont la tangente en chaque point a, pour 
coefficient angulaire, la cotangente de T ordonnée du point de contact. 

L'équation différentielle de cette courbe est 

d cos y 

ou -= — dx\ 

cos y 

elle admet l'intégrale générale 

log G cos y = — X, 
ou Ce* cos t/ = I. 

La constante G se détermine par la condition initiale 
X = y = o] on a donc G = i et ainsi on retrouve la courbe 
des V. 

12. Équation intrinsèque de la courbe des v. — La relation 

dy 

donne dx = dyigy; 

d'ob d? = séc^y.dy* et (fe = &écy.dy. 

Mais si a est l'angle que la tangente au point (x, y) fait 
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avec oxj on a 

tga — cotgy, a = - - y, d(x = -- dy 

2 

doL 
(1) ds = - 



aiux 



et, en intégrant f « = o, a = — ] » 

(2) e«tg-^ = I. 

Désignons, par R, le rayon de courbure au point (a, s); la 
formule (1) donne 

2tg- 

I . a 

— — = sin a = 



I H- tg«- 
a 

oc 
Eliminant tg— entre {\) et (2), on trouve pour l'équation 

cherchée 

e^ + 2Re* 4-1=0. 

13. Calcul par loganthmes. — Les règles de ce calcul seront 
les mêmes qu'en arithmétique, si nous prouvons que 

log {{u^u^)) = log(K)) + log(K))- 
Posons Ui = pi(cos(pi -I- t8in9i), 

u^ = Pa(co8?j -+- *8iûp,); 
on en tire UiU^ = pipj(coscp, -h <pi 4- tsincpj -h ç,); 
d'oli log ((Ui)) = log p4 H- i ((pi -4- 2A7C), 

log(K)) = log p. ■+- *(?. ■+- 2M, 

et log((l^iW,)) = logpip, -4- t(<pi 4- ?, -h 2*7:). 

Mais log pip, = log pi 4- log p„ 

on a donc bien log ((w^Wj)) = log((Ui)) "♦- log((t*,)). 

14. Définition de V exponentielle. — Au lieu d'écrire 

log ((u)) = V, 
on écrit souvent 

c» = w 

et c'est l'équivalence de ces deux formules qui définit l'expo- 
nentielle à exposant imaginaire. 
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Les propriétés des logarithmes justifient aisément les rela- 
tions ij;±M 

oÎL v^ , V, sont des imaginaires et m un nombre réel. 

Dans le cas spécial oîi le module de u devient égal à Tunité, 
on a, en désignant, par (p Targument, 

e»(?+2A«) = cos ç H- i sin (p. 
Ainsi l'exponentielle repasse par les mômes valeurs, toutes 
les fois que l'argument augmente de 27r; elle est donc une 
fonction périodique de l'exposant, avec 2ni comme période. 
En négligeant cette période, il reste 

ef* = cos (p -t- t sin 9* 
On aurait, de même, 

e"-î» = cos 9 — i sin 9. 
U en résulte que 

cos 9 = et sm 9 = : • 

2 ^ 2t 

Ces formules, dues à Euler, définissent les vecteurs cos 9, 
sin 9 à l'aide des vecteurs auxiliaires e?*, cv^ et par des 
opérations ayant un sens bien défini. 

15. — Dans un but de généralisation, convenons de rem- 
placer les vecteurs 

e«», e-«», » : — 

2 2t 

par les notations 

cos u -h i sin u, cos te — t sin u, cos u, sin u, 
que u soit ou non une quantité complexe; et au lieu de 

sinu I I 

cos u cos u sin u 

écrivons encore 

tg u, séc u, coséc u. 

Il est facile de s'assurer que les fonctions sinii, cosu, tgu, 

cotgt^, sécu^ coséc ti possèdent les propriétés des fonctions 

circulaires. Pour fixer les idées, démontrons que 

sin (ff H- w) = — sinw; 
on a 

sin(7c 4- w) = : = : • 

2t 2» 

JOURNAL DE MATH. SPÉG. — 1895. 10. 
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Mais e«* = cos tc h- t sin w = — i , 

e-** = cos (tt) — t sin iç = — i , 

^ g — ut 

d'oU sin (it -f- w) = : — = — sin u. 

2% 

16. — On démontre aussi que, le vecteur u décrivant tout 
le plan, les fonctions sin u, cos u, tg u, cotg u, séc u, coséc u 
font de même, sans passer deux fois par le même point: 
montrons- le seulement pour cosii. 

Soit tt = a 4- W, 

on a costi = cos(o + bi) 

= cos a. cos M — sin a. sin 6î 

e* -h 6"^ . . e— * — e^ 
= cosa. +isina. • 

2 2 

Il en résulte que cos u parcourt une courbe dont un point 

a pour coordonnées cartésiennes 

^ e^ -4- e-* _- . C-* — e* 

X = cosa. 9 Y = sin a. • 

2 2 

Si u se déplace sur des parallèles à Taxe de x, on voit qu'à 
chaque valeur de b correspondra, pour cosu, une ellipse 

(e* + e-*)* "*" (e^ - e-*)* ' ' 
dont le centre esta l'origine et dont les demi-axes a, p, dirigés 
suivant les axes coordonnés, sont 

a = — , p = 

2 2 

Ces valeurs donnent 

a» - p« = I, 

et, ainsi, les ellipses successives, engendrées par cosii, ont 
comme sommets les pieds des coordonnées dos points de 
l'hyperbole équilatëre a* — p* = i . Ainsi, u décrivant tout 
le plan, cos u fait de même, et ne passe qu'une seule fois par 
chaque point. 

17. — On généralise aussi les définitions de fonctions 
hyperboliques, en désignant les vecteurs 

2 ' 2 ' e" -h e-~ 
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par les symboles 

GAu, ShUy TAu, 

que la quantité u soit réelle ou non. 

Les fonctions hyperboliques ainsi définies se rattachent aux 
fonctions circulaires par les formules 

Chu = cos ut, Shu = i sin ut. 

18. — Enfin, nous définirons Texpouentielle u'^ , u et v étant 
ou non imaginaires, par la relation 

19. — Dérivées des fonctions transcendantes. 

!<» Dlog((u)) = ~. 

Soit u = p(cos9 H- t sin 9); 

on a log ((u)) = log p -h 1(9 H- rte), 

et D log ((u)) = ^ 4- ty . 

P 
D'autre part 

u' p'(cos(p -H i sin 9) 4- p(— sin <p -h f cos 9). 9' p' . , 

u p(cos9 -h t sin 9) p 

— sin 9 -4- t cos 9 

car ' : — : — i = t. 

cos 9 + t sin 9 

On a donc bien D log ((u)) = — • 

u 

"2'> De" = e«.u'. 

Soit e** = V, 

on en lire u = log ((i>)), 

d'où u' = -, 

et ain&i v' = v.u\ 

c. Q. F. D. 

3® D «nu = C05U.U'. 

En effet, 

D Siuu = D : = : .t.u' = COS U.u'. 

2% 2t 

4® D C05 u = — sin u . u'. 

5® D /an^ u = «éc* u . u'. 
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6® Dq* = vu^«u' -4- u^ log ((u)).v'. 

En effet, 

Dwv ^ De^iog((«)) ^ eviog((u))^D|-^ log((w))] 

= .■(..»;.,.,.,«.))] 
= VM^*U' -h W log ((u)) v'. 

20. Corollaire. — Si u est la variable indépendante, 
w' = I et Ton a 

D log ((w)) = -, De** = e**, D sin w = cos w, 

u 

D cosu = — sin t/, D tgw = séc* u. 

Il en résulte que les fonctions log ((u)), e^y sinu, cosu, 

tgu ont, en chaque point du plan, une dérivée unique et 

indépendante du chemin suivi pour arriver au point considéré. 

Ces fonctions sont donc, d'après la nomenclature de Cauchy, 

des fonctions monogënes de la variable u. 



ESSAI HISTORIQUE 

SUR LA THÉORIE DES ÉQUATIONS 

Par M. Aabry. 

(SuUe, voir page 181.) 



Bérard (Opuscules) a indiqué un mécanisme qu'il a appelé 
balance algébrique^ fondé sur la théorie des moments statiques. 
On construit les paraboles a? = ± i/, x^ = -^ y, a;' r= ± t/, 
«♦ = ± y, ... dans un même plan (fig, 35); aux points M', 
M'', M'", . . . m'", fnf\ m', on applique des poids proportionnels 
aux coefficients de l'équation, les positifs daus les courbes de 
gauche, par exemple, et les négatifs dans les courbes de droite, 
et en Q un poids proportionnel au terme tout connu. L'appa- 
reil est en équilibre autour de Taxe AB chaque fois que les 
poids sont en ligne droite et que ÂP est égal à une racine. 
On peut suspendre aussi l'appareil parle sommet A, l'équi- 
libre est alors vérifié par un fil à plomb. 
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On n'a ainsi que les racines comprises entre zéro et l'unité : 
on 7 ramène toutes les autres en posant a; = X3, X désignant 
la limite supérieure. 




M. Lalaune a construit en 1840 une balance semblable, pou- 
vant résoudre les équations jusqu'au septième degré. Seule- 
ment, pourfacillter le jeu auxenvirons du point Â, où toutes 
les paraboles vienoent se réunir, il a espacé les paraboles les 
unes des autres, ce qui donne le même résultat. 




Bérard (Nouv. méth.) a imaginé une autre balance qui n'est 
pas sujette à cet inconvénient. Elle est formée de logarith- 
miques symétriques dont les paramètres varient de o, i à i. 
Les poids glissent sur les parallèles correspondant aux coeffi- 
cients en x", x', X*, ... (/îg.36}; ces poids étant sur une même 
courbe, ou sur sa symétrique, suivant les eigues des coeffi- 
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cients, par exemple sur les courbes o,3, la racine est o,3. 
Gomme les courbes se rapprochent rapidement de Taxe, on 

ramènera les racines à se trouver entre i et - en posant 

X = \{2z — i). On peut aussi se servir de la balance (fig. 35) 

5X 
en changeant x en — (ic — o,5), ce qui empêche le point P 

il 

de tomber hors de la région e(p. 

100 
90 
80 

10 

60 
50 





Fig, 37 



Fig, 38 



Fig. 39. 



Fig. 40, 



100 




Bérard a encore donné le moyen suivant, plus propre, il 
est vrai, à trouver la valeur d'un polynôme pour une valeur 
assigaée de la variable qu'à résoudre les équations. On a des 
cartons égaux en forme de triangles rectangles isoscèles divisés 
comme l'indiquent les figures 37, 38, 39 et 40. Les divisions 
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de la hauteur du premier sont égales, celles de la hauteur du 
second sont les carrés des premières, dans le troisième elles 
en sont les cubes, etc. On pose x = \{2Z — i) et on divise 
l'équation par le plus grand coefficient, pour n'avoir que des 
coefficients plus petits que Tunité. On porte chaque coefficient 
sur la base du triangle correspondant et on élève des perpen- 
diculaires. Par un tâtonnement assez simple, en mettant les 
uns sur les autres les cartons correspondant aux termes positifs 
et en opérant de même pour les termes négatifs, de manière 
que les perpendiculaires se recouvrent, on s'arrange de manière 
que les sommes soient égales de part et d'autre en comprenant 
le terme tout connu et en s'arrètant à Tune des lignes transver- 
sales de même nom : la cote de celle-ci est une des racines. 

Dans l'exposition qu'il a faite, en 1812, dans Isl Correspondance 
de Zach, des usages des logarithmes d'addition, ou logarithmes 
de Léonelli, Gauss a remarqué qu'on peut les faire servir à la 
résolution de l'équation du troisième degré. On sait que ces 
logarithmes sont distribués en trois tables contenant les 
valeurs des trois fonctions 

I H~ Ûj 

loga;, log(i -hx), log-— — . 

X 

Soit, par exemple, à résoudre y^ =^ py -h q, on cherchera, 
dans les première et troisième tables, deux valeurs telles que 
le double de la première soit égal à la deuxième augmentée 

du logarithme de la quantité ^-- : la valeur x, trouvée, donnera 

la racine y = - x. On a donné, depuis, des tables pour cet 

emploi spécial des logarithmes d'addition, mais elles seraient, 
en pratique, moins commodes que celles de Gauss. 

On trouve, dans le dix-septième cahier du /, de VEc. Pol. 
(1815), une application faite, par Gorrencez, de théorèmes de 
Jean Bernoulli et de Poinsot, à la résolution des équations : il 
s'agit des développantes successives d'un arc de cercle à 
partir d'une même extrémité. Nous nous promettons d'exposer 
ailleurs cette théorie qui, ici, nous entraînerait trop loin, dans 
une voie n'ayant que peu de rapport avec notre sujet. 

(A suivre.) 
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DE L'USAGE DES FIGURES DE L^ESPAGE 

POUR LA DÉFINITION ET LA TRANSFORMATION 

DE CERTAINES COURBES 

Par M. Anbry. 

{Suitej voir page 200.) 



4. — En deux points éloignés (Tune distance 2, comme pôles, on 
construit les deux courbes p = sin* ko), p = cos* ko) et on les 
fait tourner autour de ces points avec des vitesses angulaires égales 
et de signes contraires : les deux courbes se coupent toujours ortho- 
gonalement et sur la ligne des pôles. Oa conclut que si la courbe 
p = sin^ k(i) tourne autour de son pôle^ lequel décrit une circon- 
férence ^ de rayon 2, avec des vitesses angulaires égales et désignes 
contraires, la trajectoire orthogonale de toutes ses positions est 
une courbe identique à la première et ayant pour pôle le centre de 
la circonférence (*). 

On peut faire une application à la cardioïde, qui correspond 

au cas de ^ = - • 

2 

(*) Cette proposition donne Tidéede la suivantCi qui mène à des consé- 
quences assez intéressantes : 

La circonférence SA'C (fig. 20, p. 233) tournant autour du sommet S de 
l'angle SAC, la corde interceptée A' G' a une longueur constante : il est facile d'en 
conclure que /es pointe B% D% S', qui coïncidaient d'abord avec les points B, D, 
S, décrivent respectivement la bissectrice BS, la circonférence FDD' et la droite 
SS' perpendiculaire à BS'. On verra aisément qu^e tous les points du plan du 
triangle S'A' G' qui se trouvaient d'abord sur la circonférence SAC aécrivent 
des droites concourantes en S : tel est le point H qui. dans la situation 
actuelle, est venu en N. La droite PS peut encore être produite par le 
mouvement du sommet S' du triangle isoscèle S'A'E', dont les sommets 
A', E' glissent sur SA et SE. 

Tout cela sera aisément rendu sensible par le mouvement d'un papier 
calque portant les points S, A, G, B, D. 

Prenons NU = NV = NS ; VU est une droite de longueur constante 
perpendiculaire à A'G' : donc l'enveloppe d'une droite A' G' glissant dans un 
angle ASG est une développante d'astroïde (bypocycloïde à quatre rebrous- 
sements.) 

Le tbëorème de Bobillier montre que, à chaque instant, les perpendi- 
culaires à SS', SA, SB, SG élevées aux points S\ A\ B', G' concourent 
au même point N. La géométrie élémentaire rend compte de ce fait. 

Nous signalerons; comme exercice, l'étude des trajectoires des points 
remarquables du triangle mobile et déformable SAC. 
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La courbe p cos^ ma> = i , qui est une conchoïde de la courbe 
p = /p'* mo), peut encore être considérée comme Finvoluta de la 



parabole m"x' = y — i. Par exemple, la parabole p cos^— = i 
ou y*=.i — 2X a, pour involata, cette autre parabole a;"=4y— 4. 




Fig, 20, 



De même, la courbe cos^ ma> = sin m«D, ductévoluée de la 
parabole p cos'^ w — sin (o, a, pour involuta, la courbe y = mx 

y m*x* — I. Ainsi, pour m = 2, on voit que la parabole admet, 
comme involuta, la courbe y* = œ* — x* ou p cos* o = i, 
qui peut être considérée comme ayant son rayon vecteur égal 
à la somme de ceux des paraboles : 



= 



I + sino) 



9 = 



sinu) 
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En général, la courbe g =^ sin mo) œs^ hicd {k différent de 
— I ) a pour involuta la courbe 



2k 



I 



la lettre Ç étant mise pour {k'hi)inx. Si Ton fait w=, 
on voit que la courbe 



♦ 



^ .* ^ 



p = Sm-; C0B"7 

^ k -h 1 k -\- i 

a pour involuta la courbe 



2k 
«a 



x^ -h y^ = a;*+i , 
équation qui peut s'écrire 

p = COS*a) 

ou encore p*+* = a?*. 

5. — Il est très facile de mener une tangente en un point 
quelconque M de cette courbe p = sin^w : on élève aux 
deux extrémités du rayon vecteur OM deux perpendicu- 
laires; celle du point M coupe en R Taxe polaire OX; sur 

MR 

la perpendiculaire OT à OM, on prend 0T = — — -jMTest 

K 

la tangente cherchée. 
La courbe p = sin^o) est une ductévoluée de la courbe 

p = sin*— , dont la première considération est due à Mac 

Laurin (A Treat. of Fluxions) et qui représente une famille de 
courbes jouissant de remarquables propriétés, tant générales 
que particulières. Elle en dérive encore d'une autre manière : 

en effet, si la courbe p = sin* — elisse sur une droite fixe en 

^ k 

un point donné de cette droite, son pôle décrit la courbe 
p = sin*a). On peut aussi considérer la courbe p = siii*-T 

comme le lieu d'intersection de deux courbes, p = cos*(o 

tournant uniformément dans le même sens avec des vitesses 

I 4- k 

angulaires v et r v ; ou comme le lieu de Tinterseciion 

^ \ — k 

de Tune de ces deux courbes et d'une droite, les vitesses étant 

alors V et — ; — v. 

k 
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Considérons la courbe p* =. cos m<o, ductéuduée de la précédente, 
et supposons qu'elle tourne autour de son pôle 0, qui est le sommet 

d'un angle fixe YOX égal à ; les cordes d'intersection de la 

courbe avec les côtés OX, OY ont pour enveloppe la laméenne ou 
courbe de Lamé {*) 



2fc 2k 



(a) xfc+ï" + y*+i = I . 

rapportée aux coordonnées OX, OY. Ainsi, Tépi p cos ma) = t 
donne l'ellipse a;* + j/* = i . (A suivre.) 

■ — ■■■ ■■■■■■■■■ - I I I I ■ ■■ I ^ 

EXERCICES 

Par M. Bariflien. 

{Suite, voir page 208.) 



76. — Par le foyer F d'une parabole, on mène une corde quel- 
conque AB; montrer que : 

y° Le lieu des points de rencontre des tangentes communes aux 
deux cercles de diamètre AF et de diamètre BF 5e compose de 
deux droites ; 

(*) Dans son Anal, des inf, petite, le marquis de THospital examine Tenve- 

loppe de 4 droites obtenues en joignant les points où sont coupés les axes 

OX, OY par des parallèles à ces mêmes axes menées par les différents 

points de la courbe. Aux points x^ y de celle-ci, correspondent ainsi, 

pour le point de contact de Tenveloppc, les coordonnées 

x'^dy y^dx 

u = — v^ — -— • 

ydx — xdy ydx — xdy 

Ainsi, à la laméenne a;"* + %^=i, correspond la laméenne 

m 



— ^ /9.\»H-i 



(Lamé, Examen de^ différentes méthodes employées pour résoudre les problèmes 
de géométrie j Paris, 18 M.) 

par exemple, pour m=i, 2, —2, , on voit que la droite x+j/rm 



donne la parabole \/—u-{-\/v=.i; lecercle x^+y^, l'astroïde, propriété 
connue ; la kreuzcurve p sin 20) = 2, le cercle a;* + y* = i ; la courbe 

4 / - H- 4/ - = I, rhyperbole uv = u -\- v. 

De même, au cercle a?" + y* = 2a;, correspond la steinerienne (hypo- 
cycloïde à trois rebroussements), 

u=z 2 cos^o) CCS 20), v=.2 sin' b> sin 20). 
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2* Les tangentes communes extérieures de ces deux cercles enve- 
loppent une droite et un cercle; 

5® Le cercle de diamètre AB enveloppe la directrice et un cercle; 

4® Le cercle de diamètre AB rencontre la parabole en deux 
autres points G et D, La droite CD passe par un point fixe. 
Le lieu despoints de rencontre des sécantes communes au cercle AB 
et à la parabole se compose de la directrice et d'une cubique. 

t* Soit S le centre de similitude externe des deux cercles de diamètres 
AF et BF ; Xi et y^ étant les coordonnées du point A, on a 

2 

On a donc, pour l'abscisse Xj du centre du cercle de diamètre AF 

Xt H 

2 2 

ce qui indique que le cercle de diamètre AF est tangent à la tangente 
au sommet de la parabole. Il en est de même du cercle de diamètre BF. 
Par conséquent, le centre de similitude externe S est sur la tangente 
au sommet. 

Soit maintenant I le point do rencontre de la perpendiculaire élevée 
en F à AB avec la tangente commune extérieure autre que la tangente 
au sommet. Il est évident que le point I parcourt la perpendiculaire à 
Taxe de la parabole menée par le point I: cette droite est d'ailleurs 
symétrique de la tangente au sommet par rapport au foyer F. 

Le point I est Tun des points de rencontre de la tangente intérieure 
double avec une tangente extérieure. D'autre part, le point F étant le 
centre de similitude interne, peut être considéré comme le point de ren- 
contre des tangentes intérieures. 

En résumé, on peut donc dire que le lieu du point de rencontre des 
tangentes communes tant intérieures qu'extérieures aux deux cercles de 
diamètres AF et BF se compose de la tangente au sommet, de la droite 
symétrique de cette tangente par rapport au foyer, et enfin du foyer lui- 
môme. 

20 Nous venons de voir que Tune des tangentes communes extérieures 
était la tangente au sommet. Gomme la distance du foyer à la seconde 
tangente extérieure est égale à la distance du foyer au sommet de la 
parabole, il en résulte que cette seconde tangente extérieure est tangente 

au cercle de centre F et de rayon -• 

2 

3* Soit l'équation de la droite AB sous la forme 

(1) 2/ = m^a;— ^j- 

Celle de la seconde droite CD d^intersection d*un cercle passant par 
AB avec la parabole sera de la forme 

(2) y H- mx + fc = o. 

De sorte que Téquation générale des coniques passant par AB est do 
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la forme 
(3) X(y* — 2poc) -h\y^mx-^^\\y-¥-nix-\-k] = o. 

Cette conique sera un cercle si l'on a 

Il reste à exprimer que le centre du cercle (3) est sur AB. 
Les équations du centre de (3) sont 

(5) — 2pX — m{y -hmx-hk)-\'mly'--mx-i ) = o, 

(6) aXy -f- (y -f- ma; + /c) + (y — wwc H j = o. 



Nous devons éliminer x ei y entre (1), (5) et (6) pour ;ex primer que 
le centre du cercle est sur AB. Les secondes parenthèses de (5) et (6) 
étant nulles, on est ramené à éliminer x ei y entre les trois équations 
suivantes 



(7) 
18) 



mp 
y — mx H =0, 

2 

2pX __ 
m ' 



y + mx -\- k-\- 



(9) (y + ma; + fc) + 2Xy = o. 

Celte élimination se fait immédiatement sous forme de déterminant. On 
a ainsi 

mp 

2 
2pX^ 



— m 



(I -f-2X) 



m 



m 



i'^'i) 



k 



— o. 



4P 



ou, en développant mp + 2A -h -^(i 4- X)=: o, 

m 

et en remplaçant X par sa valeur (4), on trouve 

3mp 



(10) 



k = 



L'équation (3) devient alors en y remplaçant X et k par les valeurs (4) 

et (10), 

3p*m* 
(11) m*(a;*4- y*) — p(m* -h 2)0; — 2mpy 



=: o. 



Telle est Téquatlon du cercle ayant pour diamètre AB, en fonction du 
coeffîcient angulaire m de AB. 
Cette équation, ordonnée par rapport à m, s'écrit 



m 



/ 3p*\ 

J x* 4- y* — px I — 2mpy — 2paf = o. 



L'enveloppe du cercle (II) est donc représentée par 'équation 

py^ -h 2X\x'^ -^y^ — px )== ^> 



équation qui peut «>'ccrire 

(12) {2c-hp)(x* 



V'-— )-o. 
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Les cercles de diamètre AB sont donc tangents à la directrice et au 
cercle d'équation 

4/ ■ ^^ 16 
4» L*équation (2) de la sécante CD s^écrit en tenant compte de (10) 



(-¥)' 



(13) 



y = — m( X H 1 



Cette droite passe par le point fixe dont les coordonnées sont 

05 = y = 0, 

2 

Lieu du point de renœntre de AB et CD. — Si l'on élimine m entre (1) 

P 
et (13), on trouve a? -t- - — o, 

2 

c'est-à-dire l'équation de la directrice. 

Lieu du point de rencontre de AG et BD, et du point de renœntre de AD 

et BC. — L'équation générale des coniques passant par les points de 

rencontre de la parabole avec la conique représentée par Tensemble 

des droites AB et CD est 

(i(y>— 2px)-\- (y — mx-\ )(y + ^'^^ "^ ) = 0» 

ou 

(14) in*x^ — ({1 4- 1)2/* + p(2[x + m^)x — 2mpy ^ = o. 

4 
Pour exprimer que l'équation (14) représente un système de deux 

droites, il faut annuler le discriminant, ce qui donne l'équation 

(tx4- i)(2(i -h m*)* -h 3m*((jL+ I) — 4»»* = o. 

Cette équation est satisfaite pour (jl =: o. Les deux autres valeurs de (j. 

qui correspondent aux points de rencontre de AC, BD et de AB, CD 

sont données par l'équation 

(15) (u+ i)((i-|- w*) -i-fw* = o. 

Les coordonnées du centre de la conique (14), c'est-à-dire du point do 
rencontre des droites qu'elle représente, sont données par les équations 

(16) 2m*x -4- p (2(jL H- m") = o, 

(17) (|x 4- ijy-f-mp= o. 

11 faut maintenant éliminer m et (x entre (15) (16) et (17;. Or, de (16) et 
(17) on déduit 

(lo) u. -h m* == — u, 4- I = • 

2p y 

En portant les deux valeurs (18) dans (15), il vient 

(19) 2my -i-{2X — p)= o. 

En retranchant entre elles les équations (18), on trouve 

(20) m}y{2x + p) = 2p (2/ -h mp). 

L'élimination de m entre (19) et (20) se fait alors sa as difficulté et 
conduit à l'équation d'une cubique 

(21) (2X p)(4a^ + 3p') 

8p 
Cette cubique est do forme parabolique : elle passe par le foyer F et 

rencontre la parabole aux points de coordonnées (x=^, y =p ±pv/3 ) • 
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CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Barisien : 

En lisant l'article Correspondance du numéro de septembre 
du /. M. S., et en cherchant la démonstration du joli théorème 
signalé par M. Pellet, dans le cas de l'hypocycloïde à quatre 
rebroussements, j'ai trouvé un moyen, peut-être inédit, de 
construire le centre de courbure de cette courbe. Le voici : 

Soit M le point de la courbe de centre ; on prend dam le sens 
CM, OM' = 4OM, et on projette W en G sur la normale en M. 
Le point G est le centre de courbure relatif au point M. 

La propriété en question est également vraie pour les épi- 
cycloïdes et les hypocycloïdes. 

On peut d'ailleurs énoncer ainsi cette double propriété : 

La tangente menée du centre du cercle de base d'une épicyclo'iie 
ou hypocycloïde au cercle décrit sur un rayon de courbure, comme 
diamètre^ a une longueur constante, égale au rayon du cercle de 
base, 

QUESTIONS PROPOSÉES 



455. — Désignons par (OP, OQ) Tellipse construite sur 
les demi-diamètres conjugués OP, OQ. Soient A', B', G', 
trois foyers des ellipses (OB, OG), (OC, OA), (OA, OB), res- 
pectivement. 

Démontrer que les trois ellipses (OA, OA'), (OB, OB'), 
(OG, OG') sont homofocales. (Laisant,) 

456. — Je définis la fonction 9(0?) par la relation 

, ^ X X — 1 X — 2 3 2 I 

(f{x) = - H H h . . . 1 h - , 

I 2 5 • X — 2 X — î X 

X étant un nombre entier. 

Démontrer que la série dont le terme de rang n est 



9(n; 
est divergente. (E. Lemoine.) 
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457. — On considère une circonférence et un point 
extérieur M, et tous les quadrilatères inscrits dans la circon- 
férence donnée et tel que le point M soit le milieu de leur 
3* diagonale EF. G étant le point de concours des deux 
autres diagonales, on demande : 

l^ De trouver le lieu du centre de gravité du triangle EFG; 

2^ De déterminer l'enveloppe des droites GE et GF. 

(Verrière.) 



NÉCROLOGIE 

En rentrant à Paris, j'appreods la mort de Louis Pasteur 1 
Un journal scientifique, même le plus modeste, ne peut laisser 
passer une telle mort sans la saluer avec émotion, sans faire 
observer qu'elle entraîne avec elle un deuil qui frappe cruelle- 
ment, avec cette patrie française qu'il a tant honorée, la science 
et rhumanité tout entière. Le nom de Louis Pasteur sera cer- 
tainement Tun des plus grands, le plus grand peut-être, parmi 
ceux qui seront honorés par les humanités futures. De celui-là, 
vraiment, on peut dire, sans craindre l'exagération, qu'il est 
immortel, à l'égal de ceux de Newton et de Leibniz ; et, ce 
nom de Pasteur, par un heureux privilège, interdit ordinaire- 
ment à ceux qui ont le mieux servi la science, restera même 
populaire, béni des pères et des mères ! 

En écrivant ces quelques lignes, je ne doute pas que le sen- 
timent qui les a dictées ne soit compris et pleinement approuvé 
par tous les lecteurs de ce journal et c'est en leur nom, assuré 
d'être en cette douloureuse circonstance leur fidèle interprète, 
que je déposerai dans quelques jours, sur la tombe du grand 
savant qui vient de s'éteindre, ma modeste couronne, symbole 
de la bien vive reconnaissance de son ancien élève et de son 
admirateur. 

30 septembre 1895. ^' ^' 



Le Directeur-gérant, 

G. DK LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE GEKTFALB DU CHEMINS DE FER 
IMPRIMERIE GBAIX, RUE BERGÈRE, SO, PARIS. — 18982-8-95- 
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DÉMONSTRATION ÉLÉMENTAIRE D'UN THÉORÈME CONNU 

Par M. Ch. Michel , élève à l'Ecole normale supérieure. 



La transformée par rayons vecteurs réciproques d'une hyperbole 
équilatère, quand on prend pour pôle un point de celte hyperbole, 
est une strophoïde. 

Soient P le pôle d'inversion et A son symétrique par 
rapport au centre de 
l'hyperbole. Prenons 
pour puissance d'inver- 
sion PA^(*). M étant un 
point de l'hyperbole, son 
transformé M' est à 
l'intersection de la droi le 
PM et du cercle tangent 
en A à PA et passant 
par M. 

La droite PA et la 
tangente PT, en P, à 
l'hyperbole, de même 
que les droites MP et 
MA(**), sontégalement 
inclinées sur une asymptote. ; donc 

MAP = MPT. 

MM^A = MAP puisqu'ils ont la même mesure, la moitié 
de l'arc AM; 




(*) En prenant une autre puissance d'inversion, on obtiendra une 
courbe homothélique à celle que nous allons trouver; le théorème 
s^appliquera donc à une puissance d'inversion quelconque, 

(**) La première propriété résulte de ce fait fondamental que la tan- 
p^enle à Thyperbole est partagée en deux parties égales par les asymp- 
totes; la seconde, de ce que les cordes MP, MA sont supplémentaires 
et forment, par conséquent, deux directions conjuguées; directions isos- 
céliennes avec les asymptotes, quand l'hyperbole est équilatère. 
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Finalement 

Ainsi, le triangle TPM' est isoscèle, et, par suite, TM' = TP, 
Le lieu de M' est donc une strophoïde oblique, telle qu'on la 
définit élémentairemeot. 



DÉMONSTRATION GÉOMÉTRIQUE 



>, 



D UN THEOREME SUR LES CONIQUES HOMOFOCALES 

Par M. Charles Michel. 



I. — On mène, d'un point P, deux droites isogonales par 
rapport aux tangentes A, A' issues de ce point à une conique 
et qui rencontrent cette conique. Tune en A et A', l'autre en 
B et B'. Je me propose de montrer que les tangentes en A 
et B à la conique se coupent sur une des bis&ectrices des 
deux droites. 

Les droites A6 et A'B' se coupant en un point Q, les 
droites A'B et AB' en un point R, les droites PQ et PR 
forment avec A, A' un faisceau harmonique, ainsi qu'avec le 
couple des droites PAA' et PBB'. Or ces deux couples ont 
les mêmes bissectrices qui font, avec chacun d'eux, un fais- 
ceau harmonique. Gomme il n'y a qu'un couple de droites, 
harmoniquement associé à deux couples de droites, les droites 
PQ et PR sont les bissectrices des droites PAA' et PBB'. 

Cela posé, les tangentes en A et B se coupent sur la 
polaire du point Q par rapport à la conique, c'est-à-dire 
sur la droite PR, ce qui justifie noire proposition. 

Théorème. — Si, de deux points A 6/ B, dune conique, on 
mène les quatre tangentes à une conique homofocale, ces quatre 
droites sont tangentes à un même cercle. 

Une tangente, issue de A, rencontre une tangente, issue de 
B, en un point C; et, d'après une propriété des coniques 
homofocales, les droites GA et GB ont mômes bissectrices 
que le couple des tangentes issues de G à la conique qui 
passe par A et B. Donc, d'après le théorème précédent, les 
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tangentes en À et B à cette coniquese rencontrent en un point 
situé sur une des bissectrices des deux droites CA et C6. 
Mais les tangentes en A et B à la conique qui passe par 
A et B sont respectivement bissectrices des tangentes issues 
de ces points à la conique homofocale. Donc le point est 
équidistant des quatre tangentes, ce qui établit le théorème. 

II. — Si les tangentes à une conique, issues de deux points 
A et B, sont tangentes à un même cercle de centre 0, les 
droites qui joignent ces deux points aux foyers F et F' de 
la conique sont aussi tangentes à un même cercle. 

Le point est équidistant des droites AF et AF^ ainsi 
que des droites BP et BF'. Il suffit donc de montrer que le 
poiût est à égale distance des droites AF et BF. 

Or, la droite OF et sa perpendiculaire au point F forment 
un faisceau harmonique avec le couple des tangentes, au cercle, 
issues de F, et aussi, puisque F est le foyer de la conique, 
avec le couple des tangentes à la conique qui passent par ce 
point. D'après le théorème corrélatif du théorème de Desargues, 
elles forment donc un faisceau harmonique avec le couple des 
tangentes FA et FB menées, par F, à la conique réduite 
aux deux points A et B qui est tangente aux quatre tan- 
gentes communes au cercle et à la conique. La droite FO est, 
par suite, bissectrice des droites FA et FB, ce qui démontre 
le théorème énoncé. 

Cela posé, le quadrilatère ABFF' étantcirconscriptibleàun 
cercle, la somme ou la différence des côtés AF et AF' est 
égale à la somme ou à la différence des côtés BF et BF'. 
Les points A et B sont donc sur une même conique ayant 
pour foyers F et F'. Nous avons par suite le théorème réci- 
proque ; 

Théorème. — Si les tangentes à une conique F, issv£s de 
deux points A et B, sont tangentes à un même cercle, les points 
A, B sont sur um même conique homofocale à T. 
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SUR LA DIVISION D'UN CERCLE 

EN DEUX PARTIES ÉQUIVALENTES 
Par M. Ernest I^ebon, professeur au lycée Chariemagne. 



I 

Diviser un cercle donné en deux parties équivalentes par un arc 
d'une circonférence de rayon égal à celui du cercle donné. 

Soient (fig. i) le centre du cercle donné, r son rayon, I le 
centre du cercle cherché, A et B les points d'intersection des 
circonférences de ces deux cercles, 2x Tangle AOB. 

Le quadrilatère OAIB est un lo- 
sange; don clés deux segments dont 
la somme équivautà un demi-cercle 
sont égaux; par suite, on peut 
écrire 
"Tcr* _ /7rr".2a; r*sin2aî\ 
2 "" \ 36o 2 / 

Donc la valeur de x est donnée 
par réquation 

2 sin 2X X 

45" 




Fig, 4. 



-+1=0. 



7C 



En résolvant cette équation transcendante par approxima- 
tions successives, nous avons trouvé que 

66® lo' <a? < 66« ii'. 



II 

Diviser un cercle donné en deux parties équivalentes par un arc 
d'une circonférence ayant son centre sur la circonférence du cercle 
donné. 

Soient (fig. 2) le centre du cercle donné, r son rayon, I le 
centre du cercle cherché, p son rayon, A et B les points d'in- 
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tersection des circonférences de ces 
deux cercles, 2X l'angle AOB, y 
l'angle AIB. 
On a les équations 

Tcr* Tzr*.2X r* sin 2X 



A 



3 60 



2 36o 

p'siny 




y = 180® — £C, 
p« = 2r*(i — cos x). 
Remplaçant, dans la première équation, y et p* par les 
valeurs que ces inconnues ont dans les deux dernières, on 
trouve que la valeur de x est donnée par l'équation 

/ r-r- 2 tg a; x 

w i + tg* £C 1 2 = 0. 

7c 90 

En résolvant cette équation transcendante par approxima- 
tions successives, nous avons trouvé que 

70« 46' < a: < 70® 47'. 



ESSAI HISTORIQUE 

SUR LA THEORIE DES ÉQUATIONS 

Par M. Aubrj. 

(Suite, voir page 228.) 



Fourier (Anal, des éq.) a indiqué pour l'emploi de la méthode 
de Newton un procédé qu'il appelle division ordonnée^ et où il 
n'appelle chaque chiffre nouveau du dividende ou du diviseur 
que quand il peut influer sur la valeur du quotient. Il a appli- 
qué sa méthode à la résolution des équations des deuxième et 
troisième degrés. Voici un aperçu de son travail.) 

123 456 

Soit X* + 7654320? = 123456 ou a;=-p7 — 5-=^ 

' ^ 765432 -h X 
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765 


44693 


4 


4691 
4590 


10 161 


27 


989 


2 240 


24 



765 432, I6I2 



o, 16128927 



Divisons par 765, on trouve 
0,1 6 pour une première appro- 
ximation de x\ divisons par 
765432,16 : il vient aj=o,i6i; 
etc. Nous donnons ci-contre le 
commencement de son calcul. 

De même, soit x^-hd^Sx^ 1 2 

12 



ou 



X = 



345 -♦- X* 
On trouve d'abord, en divisant 
12 par 345, X = 0,034 comme 
première approximation, et 
2216 ainsi de suite. Fourier arrive 

• • • • ainsi facilement à la valeur 

0,0347825. On remarquera qu'il faut quarrer les valeurs suc- 
cessives de la racine, ce qui se fait facilement à l'aide du 
carré précédent, en y ajoutant le carré de l'accroissement et 
le double produit de ce même accroissement par la partie 
déjà connue de la racine. 

Dans deux mémoires parus en 1852 et en 1872, Tetmayer a 
montré comment on pouvait développer en série les racines 
réelles des équations trinômes, ou de la forme 

af^ -^ px -\- q =^ o, 
m^ p eiq étant quelconques. Les moyens proposés sont trop 



L^ 



D 



^^ 




-4^ 



peu élémentaires et les résultats 
trop peu pratiques pour que nous 
entrions dans aucun détail à cet 
égard. 

Il n'en est pas de même de 
la méthode graphique suivante 
proposée en 1866 par M. Lill, — 
alors capitaine du Génie autri- 
chien, — pour trouver la valeur 
d'un polynôme entier correspon- 
dant à une valeur donnée de la 
variable. Soit, par exemple, le 
polynôme x^ h- ax^ -h bx* -h ex 



Fig. A4. 
H- d. On prendra (fig. 4i) OA = a; sur une perpendiculaire 
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AB = 6, puis BG = c, CD = d, en tournant toujours dans le 
même sens — comme le cas de la figure — si les coefficients sont 
tous positifs, et mesurant dans un sens opposé ceux [qui sont 
négatifs : la perpendiculaire OH mesure Tunité. Soit Oa la 
valeur attribuée à la variable; on mènera successivement les 
perpendiculaires a^, py» ï^ • ^^ longueur D^ représente la 
valeur cherchée (*). 

On comprend que si la longueur Oa est telle que le point B 
tombe en D, cette longueur est une racine. Ce moyen très 
simple peut donc être employé à la résolution des équations : 
on se servira avec avantage de papier dioptrique quadrillé au 
millimètre. L'auteur étend son procédé à la recherche des 
racines imaginaires. 

Montucci {Résolution de Véquaiion du cinquième degrés Paris, 
1869) part de la propriété suivante d'une figure qu'il appelle le 
cubo-rectangle: du sommet B du rectangle AG (fig. 42J, abais- 
sons une perpendiculaire BE sur la diago- j^ 
nale AC, puis de E une autre perpendicu- 
laire EF sur DC, on a 

DF _ PC» 3) 

EF ~ AD» ' Fig, A%, ^ 

d'où un grand nombre de relations de différents degrés entre 
les diverses longueurs de la figure. La difficulté d'obtenir les 
courbes correspondantes par un mouvement continu ne parait 
pas devoir rendre cette méthode pratique comme procédé gra- 
phique, mais l'auteur en a tiré plusieurs procédés analytiques 
particuliers pour résoudre certaines équations trinômes, 
lesquels méritent d'être étudiés. Mais nous ne pouvons entrer 
dans ces détails. 

Le mécanisme proposé par M. Saint-Loup (Mém> de laSociélé 
du DoubSf 1874) est bien plus commode. Il se compose simple- 
ment de trois tiges articulées qu'il s'agit de disposer de 
manière que trois points pris, sur ces tiges, soient en ligne 
droite. 

(*) Fourier (Anal, des éq.) parle de cortaines approximations représentées 
par des spirales rectangjlaires et au*il devait aévoiler, si la mort ne Feût 
surpris avant la publication de la nn de son livre. N'avait- il pas imaginé 
une construction du genre de celle que nous venons de rapporter? 
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Si la tige a, 6 (fig, 43) est celle dont Textrémité doit se 

trouver en ligne droite avec celles des 



y 
^ 



y^ \ tiges c, d, on aura en égalant les deux 
X*^ \d valeurs de cos 

Fig. 43. ia ■+-b)(x-hé) ^ ax 

ce qui donne une relation de troi>iëme degré en x , qu'on 
assimilera à Téquation à résoudre, en disposant des quantités 
a, 6, c, d, e, de manière à faciliter le calcul. 

M. Lalanne avait proposé de résoudre les équations cubiques 
en considérant Tenveloppe de la famille de droites représentées 
par réquation y + air + a» — o, qui est, comme on sait, 
une parabole semi-cubique (*). M. d'Ocagne, a modifié et 
généralisé ainsi cette méthode {Coordonnées parallèles et axiales, 

Paris 188o). A P' P 

Si les longueurs variables p = AP , 
y = BQ (fig. 4i) satisfont à la relation 

(a) a;"* -h px** + g = o 

où X est constant, m et n quelconques, B Q 
la droite PQ passera par un point fixe M, Fig, 44. 

qu'on déterminera par Tintersection de deux droites PQ , P'Q' 
satisfaisant à l'équation (a). A chaque valeur de x correspond 
un point analogue à M , et leur succession définit une courbe 
AM . Pour résoudre l'équation a?"* + pa?" + g = o, on prendra 
donc AP = p , BQ = q y et la cote inscrite au point oîi PQ 
coupe la courbe indiquera la racine cherchée. /^ suivre.) 

DE L'USAGE DES FIGURES DE L'ESPACE 

POUR LA DÉFINITION ET LA TRANSFORMATION 

DE CERTAINES COURBES 

Par M. Anbry. 




6. — Il est très facile de faire voir que la trajectoire d*un 
point du plan d*une courbe A roulant sur une courbe fixe K est 
identique avec V enveloppe de l'axe d^ évolution de Vévoluta B de 
cette même courbe A roulant de la même manière sur K. 



(•) M. Gollignon a étendu cette théorie à l'équation da quatrième degré. 
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L'évoluta d'une circonférence étant une autre circonférence, 
on conclut que si une circonférence rovie mr une droite ou swr 
une autre circonférence^ un diamètre quelconque enveloppe une 
cydùide ouune épicycloïde. On peut ajouter qu'une corde quelconque 
enveloppe une développante de cycbtde ou d^épicydùtdef puisque, 
d'une part, cette corde reste toujours à égale distance d'un 
diamètre et enveloppe par conséquent une parallèle à l'enve- 
loppe de ce diamètre, et que, d'autre part, la développée d'une 
cycloïde ou d'une épicycloïde est également une cycloïde ou 
une épicycloïde. Ce théorème est dû à Ghasles (Ap. hist,)» 

On tire de là cet autre théorème : si une droite A tourne 
uniformément autour d'un point E, lequel se meut lui-même uni- 
formément en ligne droite, ou sur une circonférence fixe^ F enveloppe 
de A est une développante de cydoïde ou d* épicycloïde. Si la droite 
A passe par E, renvdoppe est une cycloïde ou une épicycloïde. 

Ce théorème conduit lui-même au suivant : si deux points 
E, L parcourent uniformément une drconférenee, Fenveloppe de 
la corde EL est une développante d*épicycloïde (*). Si M est le 
milieu de EL; et T le point de concours des tangentes en 
E et L, on voit facilement que le premier de ces points décrit 
une rosace et le second un épi : donc les rosaces et les épis sont 
des podaires et des polaires réciproques de développantes d'épicy- 
cloïie. Ces deux théorèmes étaient connus pour le cas du 
l'épicycloïde, qui a lieu quand les deux points E et L coïnci- 
dent à l'origine du mouvement. 

L'équation de la podaire d'une développante d'épicycloïde 
étant de la forme p = cosAw, il s'ensuit que, par rapport è un 
point éloigné du centre d'une longueur 8, la podaire à cette 
courbe aura pour équation 

p = 8 COS (I) H- cos Ao), 

d'oh L'on peut tirer plusieurs cas particuliers intéressants étu- 
diés par M. Brocard (Sur le trifolium). 

m ■■■■ I ■ . ■ ■■ I. , , 

(^) Voici lin théorème du même genre montrant un nouveau lien entre 
les paraboles et les spirales : si la spirale p = (o*^ tourne autour de son pôle 
et que par le point où elle coupe Vaxe polaire^ qui reste fixe, on mène une tan- 

gente^ celle-ci aura pour enveloppe la parabole y z= (k -f- i ) x*+*. 

Ainsi les courbes p = (o, pa>* = i , p^o) = i donnent respectivement les 
paraboles x = 4vS y =zx'^ et Thyperbole équilatère 2xy = i . 

JOURNAL DB MATH. SPiC — 1895. 11. 
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7. — Jean BernouUi (Acta Erud., 1695) a remarqué, le pre- 
mier, que, par suite de rinclinaison constante des génératrices 
du cône circulaire droit, toute figure tracée sur la surface 
latérale a un rapport constant avec sa projection sur le plan 
de la base; de sorte qu'une figure quarrable — comme un 
carré — produit par sa ductévolution une surface quarrable. 
Par conséquent, il est facile de calculer l'aire d'une portion 
quelconque de rosace ou d'épi, puisque ces deux courbes sont 
produites par la ductévolution d'un cercle ou d'une droite. 

Le cappa est aisé à quarrer soit analytiquement, au moyen de 
son équation cartésienne ou polaire, soit à l'aide de ses pro- 
priétés géométriques (Note II). Il s'ensuit la quadrature de 
tous les nœuds. 

On doit à Barrowf/. cil.) celte observation, que, étant dunné 
une figure quelconque sur la surface latérale d'un cône circu- 
laire droit, le solide formé en joignant un point de l'axe au 
contour par une droite mobile glissant sur celui-ci, a pour 
mesure le produit de la surface de cette figure par le tiers de 
la distance du point donné au côté. De là le moyen de trouver 
des corps très irréguliers ayant cependant leur volume expri- 
mable sans transcendante. 

Considérons, par exemple, une section plane parabolique 
du cône. La projection sur la base est un segment parabo- 
lique, figure quarrable, de même que la surface latérale delà 
partie retranchée; par suite, le volume de cette partie a une 
expression algébrique, qui est même très simple. Ce solide 
est connu en architecture sous le nom de trompe. On pourrait 
aisément multiplier les exemples analogues. 

8. — Considérons toujours la courbe décrite sur la base et 
projetée verticalement sur la surface conique. Le cylindre 
projetant étant développé sur un plan donne une courbe dont 
les arcs sont égaux à ceux de la ductévoluée de la première. 

Il est facile de voir que si la première courbe est un cercle 
passant par le centre de la base, sa transformée est la sinusoïde 
1/ = I — cos2a;, la hauteur du cône étant prise comme unité : 
on peui donc dire avec Guido-Grandi que les rosaces se rectifient 
par des arcs d'ellipses^ puisque la sinusoïde peut être consi- 




(^Fig. 2/; P=lg^) 






(Fig.28; pcos^ = i). 



(^Fig, 22; P='tg'^) 



(^Fig,23; P = tg'^) 



(FtV^.âO; psin2-=i) 






(Ftôr.5y;psin2-=i). 

4 




(jj 



4 



(F^■7.24; p = lg-(o). 





(Fi^.27; pcos — = 1) 




(^Fig.29; P = sm2^) 



(si 



(Fig.26; pcos- = i). 



(Pig. 32; p = siii2 ^ 



252 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCULES 

dérée comme résullant du développement sur un plan de la 
surface latérale d'un cylindre circulaire droit coupé oblique- 
ment. 

Un plan parallèle à Taxe du cône coupant la surface latérale 
suivant une hyperbole, il s'ensuit que les épis^ ductévoluées de 
la dfvite, se rectifient par des arcs d* hyperbole. De même, le 

cylindre projetant la courbe p = cos*— étant développé sur 

un plan, donne la parabole y = i -h x*: il s'ensuit que la 
courbe p = ces* kw se rectifie par des arcs de parabole (*). 

Nous terminerons ici cette digression sur ces courbes, qu'on 
pourrait désigner par le nom de courbes trigonométriques ; ayant 
donné (J. S., 1893, p. 174) les figures de plusieurs rosaces, 
nous compléterons ici par quelques-unes des autres, prises 
parmi les plus simples et les plus remarquables (fig. 21 à 3ty 

(A suivre.) 

EXERCICES 

Par M. Barisien. 

(SuUCy voir page 235.) 



77. — On considère un quelconque des triangles équilatéraux 
ABG inscrits dans une parabole donnée. Soient (o le centre du 
cercle circonscrit à ABG , P le quatrième point d'intersection 
de ce cercle avec la parabole. Démontrer les propriétés suivantes: 

y® La droite AP et la tangente au cercle ABG en A sont éga- 
lement inclinés sur Vaxe de la parabole] 

2* Le lieu du centre o) des cercles ABG est une parabole; 

3® Le lieu de la seconde extrémité du diamètre P(o du cercle 
ABG est une parabole; 

4^ F étant le foyer de la parabole, on a les deux relations 

Fo) — FP = constante, 
FA + FB 4- FG — 3FP = constante. 



(*) La même chose a lieu d*ailleiirs pour son inverse p cos' kta zzz i 
puisqu'eUe est Tévoluta de la parabole A*a?* = — i, comme on Ta vu 
plus haut (§4). 
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On trouve Fm — FP = 4p, 

FA + FB -h FG — 3FP = 12p. 

On voit ainsi que le triangle équilatéral minimum inscrit dans la para- 
bole a Tun de ses sommets au sommet de la parabole. Le ra^on minimum 
est 4P et le côté du triangle équilatéral oorrespondant est 4p\/3. 

78. — On considère les paraboles ayant pour cercle osculateur 
en un point donné d'un cercle donné ce cercle lui-même. 

1^ Le lieu des foyers de ces paraboles est un cercle. 

2^ Les axes de ces paraboles enveloppent une courbe unicursale 
feî^mée, dont Paire est le quart de Vaire du cercle donné. 

1<> Prenons pour axe des x la tangente au point donné et pour axe 
des y le diamètre passant par ce point. L^équation du cercle donné est 

(1) 0?» 4- î/" — 2Ry = o. 

L'équation d'une conique ayant & Torigine, pour cercle osculateur, le 
cercle (1), est 

(2) a;« 4- y* — 2Rt/ + Xyiy — mx) = o. 
La conique sera une parabole si Ton a 

X*m* — 4X — 4 = o. 
L'équation (2) s'écrit alors, en posant Xm = 2(Xy 

(3) {X - |xy)« - 2Rt/ = o. 

En identifiant Téquation (3) avec l'équation aux foyers 

{X - a)» + l!^ - p)» = (px -hqy-h h)\ 
on obtient cinq équations d'identification, entre lesquelles, en élimi- 
nant p, 9, h et [I, on parvient à l'équation 

(4) a« -f p» - — = o. 

Le lieu des foyers est donc le cercle (4). 
20 L'équation de Taxe de la parabole (3) est 

(5) a; - t^y + -— — , = o. 

1 -f (ji 

La dérivée de cotte équation par rapport à |x donne 
,6) y=^^'-^'\ 

et, par suite, 

,n^ 2R1J.3 

(7) X=— "^ 



(I -h li*)> 

Les équations (6) et (7) montrent que la courbe enveloppe des axes 
est unicursale. 
En posant (x = tg^, les coordonnées (6) et (7) deviennent 

05 = — 2R sin^ ç cos ç, 

y = R cos*ç (cos*<p — sin*ç). 
L'aire U de la courbe s'obtient par la formule 

U = I y. --.dm 

r /»2ic /•2ic /»2ic /•2« ■) 

= 2R> 8 / sin^çdç— 18 / sin^çdç-4-i3 / sin^qpdç — 3 / sin^çdç • 
L «/o t/o •/o «/o J 

iïR« 
Finalement, on trouve U = — • 

4 
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79. — La tangente à la développée d'une parabole, à Vun des 
points d^ intersection de la parabole et de sa développée, intercepte 
dans la parabole une corde qui est vue du sommet de la parabole 
sottô un angle droit. 

Les coordonnées du point de rencontre de la parabole et de sa déve- 
loppée sont 

^1 = 4P» 2/1 = — 2PV/2. 

La tangente à la développée en ce point rencontre la parabole en un 
second point ayant pour coordonnées _ 

La rela tion (lll\ x (^) = - i , 

démontre la propriété énoDcée. 



ECOLE NORMALE 

(Concours de 1895.) 



Un cercle (G) et une parabole (P) sont représentés, en coordonnées 
rectangulaires, par les deux équations 

(G) X» -4- y* - 4 = o, (P) y* - 2ax - 4a» = o; 

d'un point A pris sur l'axe Oy, on mène les tangentes au cercle^ 
dont les points de contact sont M et W, et les tangentes à la para- 
bole, dont les points de contact sont N ci N'. 

/° Démontrer que chacune des droites MN, MN', M'N, M'N' 
passe par un point fixe, lorsque le point A décrit l'axe Oy ; 

^ Par les quatre points M, M', N, N' on peut faire passer une 
conique admettant Vaxe des y pour axe de sijmétrie; foiifner V équa- 
tion de cette conique (E) ; 

S^ Trouver le rumibre et la nature des coniques (E) qui passent 
par un point donné du plan, d'après la position de ce point dans le 
plan; 

4^ Construire la courbe décrite par les points de contact des 
coniques (E) avec les tangentes parallèles à la droite qui a pour 
équation y = x. Distinguer les portions du lieu qui conviennent 
à des ellipses de celles qui conviennent à des hypei^boles. 
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Recueil de problèmes de mathématiques ; Algèbre^ Théorie des nom- 
breSf Probabilités^ Géométrie de situation; à l'usage des classes de mathé- 
matiques spéciales, par G.-A. Laisant, docteur es sciences, répétiteur à 
l'Ëcole polytechnique (Gauthier- Villars et fils, 55, quai des Grands- 
Augustins ; prix : 6 francs). 

L'ouvrage qui vient de paraître fait partie de la collection qui, une fois 
terminée, constituera un Recueil de problèmes de Mathématiques classés 
par divisions scientifiqties, contenant les énoncés, avec renvoi aux solutions, 
de tous les problèmes posés, depuis l'origine, dans les divers journaux 
qui, avec des titres divers, ont plus particulièrement en vue, notamment 
par les exercices qu*ils ont proposés, Téducation mathématique des 
jeunes candidats aux écoles : Nouvelles Annales de Mathématiques ^ Journal 
de Mathématiques élémentaires et de Mathématiques spéciales, MaihesiSy Nou- 
velle Correspondance mathématique. 

Nous avons dit déjà (*) tout le bien que nous pensons de cette œuvre 
à laquelle s'est dévoué (le mot est ici très exact) M. Laisant. 

Des sept volumes qui doivent constituer ce recueil, les cinq premiers 
sont aujourd'hui publiés, deux restent à paraître : le tome YI relatif k la 
Géométrie du triangle; le tome YII s'adressant particulièrement aux can- 
d dats à la licence es sciences mathématiques. Dans celui-ci sont classées 
les questions proposées dans les journaux cités, et relatives au calcul 
infiuitésimal, au calcul des fonctions, à la Mécanique et à l'Astronomie. 

Si quelques-uns, au début de cette public Uion, ont pu douter de l'intérêt 
scientifique qu'elle comportait, j'aime à croire qu'aujourd'hui ils par- 
tagent l'opinion que nous avons exprimée dans la Note que nous avons 
rappelée plus haut et qu'il nous est agréable de rappeler ici. G. L, 



QUESTION 391 

SOLUTIONS DIVERSES 



Quatre points d'une conique étant situés sur une circonférence; 
si, par Vun d'eux, A, on mèm les cercles touchant la conique en 
chacun des trois autres, les points où ces cercles rencontrent de 
nouveau la conique, sont, avec A, sur une même circonférence. 

(A. Cazamian.) 
I. — Solation de M. Droz-Farny. 

On sait que la somme des angles excentriques de quatre 
points concycliques situés sur une ellipse est égale à 2Tr. 

(•) /owrnaZ, 1892; p. 260. 
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On aura donc, pour les quatre points donnés, 

On peut construire un cercle, passant par A, touchant la 
conique en B et la coupant en un quatrième point, d'angle 
excentrique p'. On trouve ainsi 

a H- 2p -h p' = 2x; 

de même a 4- 2y -f- y' = 21:, 

a 4- 28 + 8' = 2'ïr, 
d'où, par addition, 

a 4- 2 (a 4- p H- Y + 8) -f p' -f- y' -f- 8' = 6ir, 

a 4- p' 4- y' -»- S' = 27r. 

Les trois nouveaux points sont donc, avec A, sur une même 

circonférence. 

II. — Solution de M. G. Tzitzéica, à Bucarest. 

Soient A, B, G, D les quatre points donnés ; B^ , C^ , D^ 
les points oh les cercles (AB), (AG), (AD) tangentes à la conique 
rencontrent de nouveau la courbe. 

Transformons la conique donnée F par rayons vecteurs 
réciproques, le poiot A étant le pôle. La conique se trans- 
forme en une cubique. En effet, un cercle A passant par A 
rencontre la conique F en trois points, sans compter A; la 
droite A', inverse du cercle A, rencontre par conséquent la 
transformée de F en trois points. 

Les cercles (AB),(AG), (AD) se transforment en trois droites 
touchant la cubique, respectivement en B', G', D', trans- 
formés des points B, G, D, et elles rencontrent la cubique 
en B'i, C'i, Dj, transformés des points B^, G^, D^. Or B', 
G', D' sont sur la même droite transformée du cercle ABGD; 
par conséquent Bl, Gi, T)[ d'après une propriété des cubiques 
sont en ligne droite. Donc A, B, G, D sont sur le cercle 
inverse de la droite BlCîDi. 

III. — Solution de M. Foucart et de M"* V^« F. Prime. 

Soient B', G', D' les points d'intersection considérés; d'après 
des propriétés bien connues : AB et BB' sont également 
inclinés sur les axes de la conique; de même AG et GG"; 
AD et DD'; mais il en est de même aussi de AB et GD; AG 
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et BD; AD et BG. Donc BB' et CD sont parallèles; de 
même CC et BD; DD' et BG. 

Or, si par deux des sommets B et D d'un triangle inscrit 
BGD on mène des parallèles BB", DD' aux côtés opposés, 
la droite B'D' est parallèle -à la tangente en C (conséquence 
immédiate du théorème de Pascal). Mais la tangente en C 
et la droite AG' sont és:alement iDclinées sur les axes, donc 
B'D' et AG' le sont aussi. Autrement dit, les points A.. B', G'; 
D' sont concycliques. 



QUESTION 395 

Solution par M. Ernest Fougart. 



On considère une développée de parabole. Trouver le lieu des 
points M tels qu'en circonscrivant à la développée un angle dont 
les points de contact sont G et G y la droite joignant C au second 
point de rencontre G' de la tangente IG avec la développée soit elle- 
même tangente à la développée. (E.-N iJarisien.) 

Soit 0?» = Ky» 

réquation de la développée de parabole; en posant y z=i tx 
on a pour les coordonnées unicursales d'un point de la courbe 

X = Kt\ 

y = KtK 
Le paramètre relatif à G'^ (8. Exercices par M. Barisien, 

1894, p. 63) est égal à • Gomme, de G'', on ne peut mener 

qu'une seule tangente G^Gen dehors de la tangente en ce point, 
il en résulte que G^G' est tangente en G" à la développée. Le 

t 
point G' a alors pour paramètre — • Les équations des tan- 

4 

gentes en G et G' sont alors 

3/X - 2Y = Kt\ 

t /» 

3~ï - 2Y = K 



4 ^4 

L'équation du lieu résulte de l'élimination de t entre ces 
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équations, co qui donne Taxe des x et une développée de 
parabole 

looX' = 7»KY». 

Nota. — Solution analogue par M. G. Tzitzéica. 



QUESTION 393 

Solnllon par M. 0. Sgherrer, élôve à TEcole polytechnique de Zurich. 



— ax = 

4 

Ou a 



Démontrer que f^Y^S^d:^=l. 



v/cos 2x , /•y/cos" j? — sin*aî dx 



1= r-^212^dx= f 

J COS* X J 



COS X COS' X 



1= J \/i — tg* xdigx. 
Posons ig X = 3 \ nous avons 

/ v/ 1 — ^" rf» = -(arc sin « -f- « \/i — «M = - • 

Nota, — Solutions analogues par M-» V« F. Prime et par MM. Tzitzbiga 
et Droz-Farnt. 



QUESTION 396 

Violation, par M. Droz-Farny. 



D^un point A situé sur une parabole, on abaisse les perpendi- 
culaires AP et AQ sur l'axe et la tangente au sommet. On 
W£ne, par A, une droite parallèle à la droite PQ qui rencontre la 
parabole en un second point B. Puis, on mène les normales à la 
parabole en A et B qui se rencontrent en M. Montrer que la 
normale MA est la normale double issue de M. 

(E.-N. Barisien.) 

Représentons par x\ y' les coordonnées du point A; l'équa- 
tion de PQ étant xy' + yx' = xy, celle de la parallèle 
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menée par A sera xy' h- yx' = 2xY ou — , ^• -^ = i . Les 

207 2y 

tangentes menées en A et à la parabole se coupent en 
R et on trouve aisément pour les coordonnées x^^ y^ de B, 

pôle de AB, 

px' 
OTo = - 2a;' et yo = r • 

if 

Or B est le pôle tangentiel dont M est le pôle normal; 
en représentant par a; et ^ les coordonnées de M on a, 
d'après des formules connues (de Longchamps, Géométrie 
analytique^ p. 483), 

^ P ^ P 

203/'* 

d'où x -^ p -h 2x' -h -^ — = p -{- 3x 

_ 4paî'* 4pV* __ y'^ 

py' '^ " p^y' "" ;'• * 

Diaprés ces résultats, on voit que a?, y représentent les 
coordonnées du centre de courbure correspondant au point A 
{hc cit.y p. 4^4). 

Nota, — Autres solutions par M-* V* F. Prime; MM. Louis-Josopb Gou- 
jon, élève au pensionnat Sainte-Marie, à Saint- Ëtien no ; G. Tzitzéica; 

E. FOUGART. 



QUESTION 397 

Solution, par M"« ¥▼• F. Prime. 



En chaque point d'une parabole, outre la normale en ce point, on 
peut abaisser deux autres normales; la droite qui joint les pieds de 
ces dernières normales passe par un point fixe. 

(E.-N. Parisien.) 

2 

Soient — , y^ les coordonnées d'un point de la parabole 
2p 

y« — 2px -: o; l'hyperbole d'Apollonius relative à ce point 
est 

ocy - y(a?i - p) - pyx = o. 
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En multipliant l'équation de la parabole par — » etenajou- 
tant membre à membre, on trouve 

(y-y.)(« + p + ^*) = o. 

La droite considérée dans l'énoncé a donc pour équation 

et, par suite, elle passe par le point fixe (^ p, o). 

Autrement (*). Reprenons les formules employées dans la 
question 316 {J. S. 1892, 212-215). Soient donc B, C, deux 
points de la parabole (P), A le point de rencontre des nor- 
males en B, G . On aura 

(P) 2/» = 2px] 

(G) y=-c, ^ = ^5 

(B) î/=-6, ^ = —5 

bc(b -h c) 6« -h 6c 4- c' 

(A) y = — rri— ' x = p-h 



2p* 2p 

Mais A doit se trouver sur la parabole, et comme alors du 
point A partent trois normales, le barycentre des points A, 
B, G doit se trouver sur Taxe Ox (N. A. 1843, 181 ; 1871, 411. 
MathesiSf 1883, 32). Le point A doit donc aussi avoir pour 
coordonnées 

(A) y = 6 -h c, x = -^—- 

L'égalité des valeurs des coordonnées revient à la relation 

bc = 2jO*. 

Mais la corde B(J a pour équation 

2J0 



y 4- c = - 



\ 2v) 



(6 -h cj \ 2pJ 

Elle rencontre Ox en un point I dont l'abscisse est 

bc 



Xi := — " — 



2p 



(*) Ces développements sont dus à M. Brocard. 
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Mais bc = 2p*, donc 

propriété connue, qui a été signalée, sous une forme un peu 
différente, dans ce problème, depuis longtemps classique : 

Par un point I {x = a, y = o) de Vaoce d'une parabole, on mène 
une corde BG. Trouver le lieu du point de rencontre M des normales 
en B, G. (Voir N. A., 1858, question 443). 

Ge lieu est une parabole 

2a" , 

et il coïncide avec la parabole proposée lorsque a = — p. 
La même propriété a été signalée aussi dans l'énoncé de 
la composition de mathématiques de TËcole polytechnique, 
en 1860 (VoirN. A., 1861, 18 et 142.) 

Étant donnée la parabole GAB, la sécante GBM se meut sous la 
condition que les normales menées à la parabole par les points B 
et G se coupent en un point A de cette courbe. Par ce point A, on 
mène la tangente AM qui coupe la sécante GBM en un point M. 

Cela posé, on demande de trouver V équation de la courbe décrite 
par Je point M quand la sécante GBM prend toutes les positions 
compatibles avec la condition à laquelle elle est assujettie. 

Les cordes BG rencontrent OX en un point fixe I(a3=— p), 

et le lieu du point M est la cubique 

_ 2p{x -t-p)» 
3a? + 2J9 ' 
que M. G. de Longchamps a étudiée sous le nom de cubique 
mixte, dans la Géométrie de la Règle et de VÈquerre (p. 116). 

A^oto. — Solutions diverses par MM. Droz-Farny, E. Foucart, L.-J. Gou- 
jon; G. Tzitzeica. 



QUESTION 398 



Le lieu des foyers des paraboles tangentes en un point donné 
d'une droite donnée et ayant la corde no7*male en ce point de gran^ 
deur constante, est une cissoïde. (E.-N. Barisien.) 
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Gomme nous Ta fait observer un de nos correspondants, 
cette question a déjà été proposée dans le/. M., sous le n®387, 
et résolue, en 1882, dans le /. S. (p. {16). On la trouve encore 
proposée dans les N. A. par M. Mention, sous le n® 715. 

M. Dhoz-Farny ajoute à sa solution les remarques suivantes; 

1° Les directrices de ces paraboles enveloppent une parabole fixe; 

2^ Les axes sont tangents à une hypocycloîde de Steiner; 

3^ Le lieu des sommets des paraboles de même foyer et qui cou- 
pent orthogonalement une droite donnée est unecissoïde. 



QUESTION 399 

Solation, par M"" V* F. Prime. 



D'un des sommets du rectangle des axes d*une ellipse donnée, on 
abaisse les quatre normales à Vellipse. Si (x^ , y^) désignent les 
coordonnées du pied d'une des normales et (X^ , Yj) celles du point 
où cette normale touche sa développée, démontrer les relations 

XjX^XjX^ = x^x^x^x^ 
YiY.Y.Y, = y^y^y^y^. 

(E.-N. Barisien.) 

Soit èW -f- a^y* — a*6* = o, 

l'équation de Tellipse; celle de l'hyperbole H relative au 
sommet (a, b) du rectangle des axes est 

c*xy -h 6'x — a^y = o. 
En éliminant y entre ces deux équations, on a 

_ a» 

c* 

a^oà 
D autre part (*), X^ = —^ , on a donc 

a 

X,X,X,X, = - {x,x^x,x,Y = )'''\^ 

d'oîi XjXjXjX^ = x^x^x^x^j etc. 

Nota. — Solutions dlYerses par MM. Droz-Farnt; E. Fougart; 

G. TZITZÉIGA. 



(*) De LoNGCHAMPS, Géom» Ana.^ page 403. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



468. — En un point quelconque A d'une ellipse de centre 
0, on mène une corde AD telle que les droites OÂ. et AD 
soient également inclinées sur les axes. Les normales en A 
et D se rencontrent en H. De H, on abaisse les deux autres 
normales dont les pieds sont B et G. 1® Le lieu des sommets 
du triangle formé par les tangentes à A, B, C, est un cercle; 
2^ Le point H est Torthocentre de ce triangle. 

(E.-N. Barisien.) 

459. — L'aire !MNPQ, comprise entre un arc MN d'une 
parabole du second degré, et deux ordonnées perpendiculaires 
à son axe, est égale à celle d'un trapèze PMIGQ, terminé par 
la droite MIG qui, partant de l'une des extrémités de l'arc MN, 
rencontre cet arc au point I, dont la projection K, sur l'axe 
des X, se trouve au tiers de QP (♦). (Mendeleef.) 

460. — Par le point P du plan de la parabole semi- 
cubique 

oj/« = a?, 

on peut mener trois tangentes à la courbe. 

Trouver le lieu de P, 

1® Si les droites qui joignent l'origine aux points de contact 
forment avec l'axe de x un faisceau harmonique; 

2® Si la tangente et la parallèle à l'axe des x menée par P 
forment un faisceau harmonique. (V^ F. Prime.) 

461. — Le cercle de courbure G en un point quelconque 
M d'une ellipse rencontre la normale en M en un second 
point M'. Le diamètre du cercle G perpendiculaire à MN' 
rencontre ce cercle en N et N'. 

Montrer que chacune des courbes lieux des points 
M', N, N', a une aire équivalente à celle de l'ellipse. 

(E.-N. Barisien.) 

(*) Dans cet énoncé, emprunté aux Comptes rendus de V Académie des 
Sciences (séance du 9 septembre 1S95), Taxe des X est une droite quel- 
conque, perpendiculaire à l'axe de la parabole. 
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462. — Une circonférence, menée par le point de rebroas- 
sement d'une développée de parabole, coupe la courbe en 
quatre autres points que Ton joint au point de rebroussement. 

l^ Trouver le lieu du centre de la circonférence pour que le 
faisceau de ces quatre droites soit harmonique. 

2® Démontrer que le centre des moyennes distances des 
quatre points d'intersection décrit une perpendiculaire à la 
tangente de rebroussement. ( P* P. Prime.) 

463. — On considère un point M sur une parabole P. La 
normale en M, à P, rencontre Taxe de la parabole en N. La 
perpendiculaire en N, à Taxe, rencontre P en Q et R. 
Trouver le lieu du centre de gravité du triangle formé par les 
points de contact des normales à P en M, Q, R, avec la 
développée de la parabole. (G, Tzitzéica.) 

464. — Soient: M un point d'une parabole P; Q, R, les 
points d'intersection de la perpendiculaire en N à la normale 
en M à la parabole, N étant le point de rencontre de la nor- 
male avec l'axe de P. 

On demande : 

1® Le lieu du milieu de QR; 

2® L'enveloppe de QR ; 

3® Le lieu du centre de gravité du triangle MQR. 

(G. Tzitzéica.) 

466. — On considère un paraboloïde P et un point M, 
sur la surface; on mène la normale en M à P, qui ren- 
contre un des plans principaux en N. On demande : 

1® L'enveloppe du plan II perpendiculaire, en N, à MN; 

2® Le lieu des centres des sections faites par le plan n dans 
le paraboloïde P. (G. Tzitzéica.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DK LONGGHAMPS. 
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DE L'USAGE DES FIGURES DE L'ESPACE 

POUR lA DÉFINITION 
ET LA TRANSFORMATION DE CERTAINES COURBES 

Par M. Aubrj. 

(Suitey voir page 248.) 



9- Transformation harmonique. — Construisons ]a courbe 

p = F(a)) sur la base d'un cône et proje- p, 

tons-la sur la surface latérale ; puis du y 

centre de la base, projetons cette trans- / 
formée sur le plan mené par le sommet / 
parallèlement à la base (fig. 33), Le ^ — - — ^f i ^ 
rayon vecteur pi de la transformée plane ^^9- ^^• 

aura, avec le premier vecteur p, la relation suivante : 

I I 

Pj = — ^ — j ou — I — =1. 

i-p p p 

On voit que les inverses de deux courba sont conchoïdesTunede 
l'autre. 

La rosace p = cos 2k(ù se transforme en une conchoïde 
de la courbe 2p sin* fcw = [. Cette dernière courbe se trans- 
forme en elle-même. 

La courbe p = sin*&<o devient p, -- tg'Aœ. 

La courbe p = séc^Ao) -t- i devient p = — (cos™ A<o -H i); 
par exemple, la conchoïde p = séc w -h i se transforme en 
cardioïde. 

La courbe p = tg Aa> + i se transforme en elle-même ; 
telles sont les conchoïdes du cappa et de la strophoïde. 

On verra facilement que les deux courbes p et pj étant rappor- 
tées au même pôky si on enroule le secteur de la courbe p autour du 
pôle de manière à lui donner la fotme d'un cône ayant cette courbe 
p, pour base, le cylindre projetant la courbe p sur le plan de la 
base étant développé sur un plan, donntira Vevoluta de la courbe p. 

10. — Répétons cette transformation une deuxième, une 
troisième, . . . , une n*^* fois, on aura 

« - P^ - P . _ P , __ P 

p — __ • p, — — , • • • 9 pn — — • 

^ j— pi I — 2p ^ I — 3p ^ I— np 
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A B C D E 




Par conséquent, soient detioé 
parallèles AE, OX (fig. 34), 
un point o sur l'une d'elles et 
une transversale Ae ; menons 
OB quelconquey Bb parallèle 
à Ao, puis ObC, puis, Cz 

formel t 



t • * • 



Fig. 34. 

parallèle à Ao, etc; les rapports ..,. , 

une progression arithmétique. 

On tire, delà, la méthode de M. Baehr pour la représentation 
de la série harmonique. 

On voit également que, étant donné deux parallèles EF, ef 
(fig. 85) y la tranversale Aa et le point K, tirons svecessivemefit aKB, 

E c A B D 




e a b d j 

Fig. 36. 

Bb, parallèle à Aa, puis bKC, puis Ce parallèle à Aa, etc.; 
les longueurs AB, AG, AD, ... sont en progression géométrique {^)^ 
ce qui, avec la construction précédente, donne une représenta- 
tion graphique d'un certain système de logarithmes. 

11. Double projection conique. — Sur la base d'un cône à 45® 

(fig. 36), construisons la courbe 
p = F((o),que nous projetterons sur 
la surface latérale du cône et cette 
projection sera elle-même projetée 
sur un plan passant par Taxe du 
cône et le diamètre perpendiculaire 
à r^xe polaire. Les coordonnées de 




Fig. 36. 

la transformée seront 



y = p sin (»), 



X = 



pi 



(*) De là, ce théorème de géométrie élémentaire : sur une droUedonnée, on 
prendf cUtemativement à droite et à gauche, les longueurs AB, GA, AD, EA, . . . 
doubles (^lacune de la précédente, et on mène par ces points des paraUètes 
qui rencontrent en a, b, c, d, e, ... une parallèle à la droite DE; les droites 
Aa, Cb, De, £d, ,.. se coupent en un même point 1 , qui est le centre de 
gravité conunun des triangles Bc&, GoD, DbE, EoF, etc. 
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de sorte que la droite y = r , donne la droite p sin <o = i ; /a 
droite p cos (0=1, donne l'hyperbole équilatère 
X*— y'= I ; une droite quelconque^ donne une 
hyperbole; le cercle p = sin o), donne la para- 
bole y = X* ; le cercle p =cos <o, donne la courbe 
y* = X* (i — x"), que nous appellerons le 
huit et qui est représentée par la figure 37, 
qui indique comment on peut encore la con- 
struire (*); la rosace 2p — sin 20) donne le huit x' = y*(i — y*); 

la conchoïde p = i 4- séc o) donne l'hyperbole — 1 — = i • 

X y 

enfin la courbe p sin m>=i, donne la parabole d'ordre n : y"=x**^^ 
En général, la circonférence p = a cos (û -h b sin w, a pour 




Fig. 37. 




(•; Outre celles qui seront signalées plus loin, voici une propriété assez 
curieuse de cette courbe : perpendiculairement au plan du triangle rectangle 

isoscèle ABC (fig. 39), élevons 

!• en A une droite AD égale à 

la moitié de l'hypoténuse BG, et 

2» Hur celle-ci comme diamètre, 

une demi-circonférence. Sur la 

droite et la demi-circonférence, 

nous ferons glisser une droite 

-g mobile KL astreinte à rester 

p,v, 90 toujours parallèle au plan du 

'^^' ^^' triangle ABC : le solide ainsi 

défini est un conoïde, étudié par Wallis, qui lui a donné le nom de cono- 

cuneuSy et que, en architecture, on appelle arrière uowwwre de Saint-Antoine. 

Si une courbe (a?, y] tracée dans le plan de la circonférence est projetée sur 

la surface du coin conique, et cette projection projetée elle-même sur le 

plan du triangle, la courbe (a?i , y,) ainsi obtenue, aura avec la première les 

relations suivantes : 

y 

^i = , > Vi = Vf 

v/i — 0?* 

de sorte que le huit deux fois projeté de cette manière, se reproduit iden- 
tiquement, et que, par conséquent, ces deux huit sont les projections de 
l'intersection du coin conique, faite par le plan mené par les points A E 
perpendiculairement au plan AOE. Nous ajouterons que l'intersection 
produite par un plan quelconque, mené par le point D, perpendiculaire- 
ment au plan DAO, est une piriforme. Wallis a traité fort au long des 
sections planes du cono-cunem (Voir le tome II de ses Op. math.) 

La môme transformation appliquée au cappa y* — y*x^ =za^ et à la 
parabole a;* = y, donne les deux Agnésiennes y\{Xi -^ i) L= al^ et 
^1(1 — 2/i) = 2/1 . Nous conservons k cette courbe le nom sous lequel elle 
est connue, bien qu'Agnesi (Inst. anal.) la donne comme déjà connue, en 
l'appelant, du reste, la Versiera. Nous verrons en effet plus loin qu'elle aval 
déjà été remarquée par Fermât, Gregory et Leibniz. 
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transformée une courbe que Cramer {Introd. à lAnaL des lignes 
courbes alg., Genève, 1750) appelle te besace et qu'il construit en 

prenant Tordonnée PM 

(fig. 38) égale à la corde 

OK (*). Le cas particulier 

du huit, a lieu quand la 

circonférence est tangente 

à OA. Nous ferons remar- 

2 quer que, d'après l'examen 

^^' ^*- de la figure, la besace est 

aussi la projection orthogonale de la courbe décrite sur la 

surface, latérale d'un cylindre droit, d'un point A de cette 

surface, avec une ouverture de compas égale au diamètre (**). 

(*) Si, au lieu de prendre MP = OK, on prend mK = OK, on aura 
le trifolium étudié par MM. de Longchamps et Brocard. Les deux cas 
rappelés plus haut correspondent à celui du trifblium droit et du bifolium, 

(**) Roberval a considéré cette courbe cylindrique et a déterminé son 
aire ; Lalouvère lui a donné le nom de cyclo-cylindrique, La surface du 
cylindre étant développée sur un plan, la cyclo-cylindrique se transforme 
en sinusoïde. 

A la définition de Roberval, on peut substituer la suivante : la cyclo- 
cylindrique est l'intersection d'un cylindre droit et d'une sphère de rayon double 
dont le centre est sur la surface du cylindre. G^est donc en même temps la 
délie appelée courbe de Viviani ou Vivianienne, 

Les projections d'intersections de solides pourraient fournir un nouveau 
paragraphe au présent article. Nous indiquerons seulement les quelques 
propositions suivantes, à titre d'exercices élémentaires. 

Considérons, sur la base d'un cylindre de diamètre i , dfiiœ points diamétrale- 
ment opposés S, 0, et construisons : /" un cône à iS* ayant S pour sommet 
et pour cuce la génératrice S S' du cylindre; ^ unespfière de rayon 4 et de 
centre ; 3* un cylindre parabolique doni la base ait 4 comme paramètre, OS 
cmnme axe et S comm^ sommet : les quatre solides se coupent suivant une même 
vivianienne, ce qui donne neuf définitions de cette courbe, — et par suite 

de la besace, — savoir : — ^ = 6, par intersections de solides ; et 3 par le 

1.2 

mouvement d'un compas sur un cylindre, un cône ou un cylindre para- 
bolique. Nous verrons du reste, plus loin, que la vivanienne est encore 
Tantistéréographique de la lemniscate et de la strophoide, ainsi que 
Tantignomonique du cappa et Tantiprojection du huit, ce qui en donne de 
nouvelles définitions analogues aux précédentes. 

Par Vextrémité S de Vordonnée focale SF d'wne parabole, on mène la 
normale SS^ laquelle coupe la courbe en un second point S^ Le cylindre 
ayant cette parabole pour base, la sphère ayant SS' pour diamètre, et le cône 
dkmt SF esttaaae et SS' une génératrice, se coupent tous les trois suivant une 
même courbe, et celles se projette suivant unecardio'ide sur la base du cylindre, 
et suivant une f>iriforme sur le plan mené, par SP, perpendiculairement au 
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Le cylindre, en tournant autour de son axe, donne, par sa 
projection, toutes les besaces, depuis le huit jusqu'à la para- 
bole. G. de Saint-Vincent (Op. pr^ow., 1647) avait déjà considéré 
cette courbe, qu'il appelle parabola virtualis: nous verrons plus 
loin pourquoi. 

On voit facilement que la transformation, objet de ce 
numéro, n'est autre chose que celle proposée par M. de Long- 
champs {J, S., 1893, p. 64) au sujet de laquelle M. d'Ocagne a 
signalé la relation très simple existant entre les normales de 
deux points correspondanls. Barrow {Lect. geam,, 1672) avait 
déjà remarqué cette transformation et la correspondance du 
tracé des deux normales. (A suivre, ) 

ESSAI HISTORIQUE 

SUR LA THEORIE DES EQUATIONS 
Par M. Aubrr. 

{SuiUf voir page 228.) 



Note IV. -— Histoire des notations algébriques. 

Bien que les notations ne constituent pas TAlgëbre^ leur 
perfectionnement était tellement indispensable aux progrès 

plan SST. Si l'on développe sur un plan le cjlindre.projetant la cardioïde, 
on voit que Tintersection devient une sinusoïde : elle se rectifie donc 
par des arcs d'ellipse, de mâme que la vivanienne. 

Sur V arête SS' d'un cylindre de rayon 4, comme axe de révolution^ 
construisons: 1* un hyperboloide à deux nappes ayant pour méridien la courbe 
z" — a^ = 4 et pour centre le point S; %"* un hyperboloide à une nappe^ ayant 
même centre, et pour gênératince, l'hyperbole x^ — z* = i : les intersections du 
cylindre avec les deux hyperbolo'ides sont sur deux sphères concentriques. 

Prenons, sur un cylindre^ à partir de la base, deux génératrices diamétralement 
opposées SS', 00' et égales au diamètre; construisons sur SS', 00', SO, 
ccmme axes, trois paraboloïdesde révoluti4)n ayant pour sommets S' 0, S; les 
quatre solides se coupent suivant une même ellipse. 

Sur le côté AB d*un carré ABCD, de côté 4, et sur le prolongement du 
côté opposé DC, comme axes, construisons desparabohïdes de révolution ayan t 
pour sommets A, G, et pour méridiens des paraboles de paramètre 4 ; construi- 
sons en outre un cône Oblique, ayant A pour sommet, et comme base le cercle dont 
BG est le diamètre : ces trois solides se coupent suivant une même parabole. 

Enfin nous rappellerons divers théorèmes sur la section plane du tore et 
la proposition suivante, de Quételet : l'intersection de deux cônes de révolu- 
tion dont les axes sont parallèles se projette sur le plan des b<Kes suivant une 
cartésienne, 
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de TAnalyse, qu'elles ont marché avec ceux-ci à peu près paral- 
lèlement. A. mesure que le degré de difficulté des recherches 
augmentait, on éprouvait en effet le besoin de simplifier le 
langage algébrique en remplaçant les longues périphrases 
qui revenaient trop fréquemment par des abréviations conven- 
tionnelles, facilitant Tessor de la pensée et permettant de la 
transcrire ou de la lire presque en môme temps qu'elle se pro- 
duisait. 

Les signes algébriques sont de deux sortes; les uns repré- 
sentent les quantités sur lesquelles on raisonne : c'est naturel- 
lement par là qu'on a commencé; les autres sont dea caractéris 
tiques indiquant les opérations à faire sur ces mêmes quantités, 
elles ne sont venues que beaucoup plus tard. 

Les Grecs paraissent avoir les premiers employé les lettres 
pour désigner des quantités numériques indéterminées, 
représentées, il est vrai, le plus souvent, par des lignes 
droites. Gomme, chez les Grecs, les lettres servent à représen- 
ter les nombres, il est probable qu'on aura d'abord écrit a, p, y, 
8,... pour le premier nombre ou le premier point, le second, le troi- 
sième, etc. Ils employaient les petites lettres, même en géo- 
métrie : on ne commence à voir les majuscules que vers le 
commencement de notre ère. Euclide et Archimède, dans 
leurs calculs algébriques, offrent un grand nombre d'exem- 
ples de ce genre; du reste on trouve déjà cette idée chez 
Aristote. Mais tous les calculs sont exprimés en langage 
vulgaire, ce qui en rend la lecture pénible (*) et a permis 
de supposer que les anciens avaient découvert leurs théorèmes 
par une analyse que diacun s'était créée, et qu'ils les avaient 
ensuite exposés dans la forme sévère que nous leur connaissons. 

Il appartenait à Diophante — qui, le premier, parmi les 
auteurs connus, écrivit spécialement sur l'Algèbre — d'en créer 
les premières notations. Il appelle généralement l'inconnue 
àptôfA^ç; quelquefois il la désigne par la ligature des deux 
dernières lettres de ce mot ; d'autres fois — comme toutes les 

(*) Dans leur admiration pour la forme des écrits des géomètres grecs, 
Huygens et Newton ont écrit dans ce style leurs principaux ouvrages, 
HoroL oicU. et Philos, nat, princ, Euler dit quelque part n'avoir compris 
certains passages de ce dernier ouvrage qu'après les avoir traduits'en lan* 
gage algébrique. 
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lettres grecques, sauf le 4 avaient des valeurs numérales — 
— il emploie cette lettre comme symbole de l'inconnue (**). 
Pour désigner les racines, les cubes, il emploie Içs premières 
syllabes des mots ;xova;, SuvafjLiç, xuêoç. L'addition de deux 
quantités s'indique, à la manière indienne, par leur juxtapo- 
sition, comme nous faisons encore aujourd'hui pour les 
nombres formés d'un entier et d'une fraction; le signe de la 
soustraction est un ^ renversé; il indique quelquefois une 
égalité par la lettre t. 

Les Indiens, créateurs de l'Algèbre, ont dû de bonne heure 
employer des abréviations. On sait qu'ils écrivaient seule- 
ment le commencement de certains mots usuels. Ainsi, ils 
employaient, pour désigner différentes inconnues, les premières 
syllabes des mots sanscrits pandu (blanc), kola (noir), nila 
(bleu), pila (jaune), lohita ^ ^ -^ 

(rouge), etc. (fig. 45). Brahme- tf T Pp|J /fj "q*! Q^ 
guptaetBhascara ont des signes ** ^ -^ ^ 

positifsetnégatifsqu'ils placent ^^' ^^' 

à droite et ils indiquent une équation en faisant précéder les 
deux membres du mot : f égale. Ils effectuent des additions et 
des multip]icatioQS algébriques, absolument comme nous, 
aujourd'hui. 

A leur exemple, les Arabes ont représenté quelquefois les 
différentes inconnues par les noms des couleurs, mais dans 
leurs ouvrages originaux, ils appellent l'inconnue saï (la chose 
dont il est question dans le problème) ou yédr (la racine qu'il 

faut faire sortir des données où elle est 
^g^ ^ j*"'^ cachée f/îg^. 46). Ils emploient les mots plus 
Fig. 46. et moins comme nous, et indiquent qu'une 

quantité doit être élevée au carré ou au cube en mettant à la 
suite les mots mal (produit) o\icâb(dé)(/ig. 47). 
Quelques-uns, sur le tard, se servirent de » v*-^ 

symboles prescrivant d'extraire une racine Fig. 47. 

carrée ou cubique ; ils employèrent alors une sorte d'exposant 
et un signe d'égalité. 



(**) On a avancé que c^est par corruption du nom (sH) de cette lettre 
que les Arabes ont fait saï, pour désigner Tinconnue. Quoi quMl en soit, ce 
dernier mot est devenu le cosa des Italiens [res, en latin). 
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Les Italiens, héritiers et contiauateurs de leur science, 
marchèrent sar leur trace. Ainsi Pacioli appelle casa (*), 
censOf cubo, radice^ Tinconnue, son carré, son cube, sa racine. 
Il les représente par les signes co, ce, eu, R. 

C'est dans un manuscrit de Nicole Ores me, géomètre fran- 
çais de la seconde moitié du xiv^ siècle, qu'on voit pour la 
première fois une notation des puissances, et même l'idée 

des puissances fractionnaires: il indique 9^ par exemple, 
ainsi -r- p. 9. 

DaDsle THparty en lasdence des nombres, écril à Lyon en 1484, 
Nicolas Ghuquet emploie les exposants, les signes bJ*, bJ', . . . 
pour indiquer des extractions de racines, et p"., m7, pour 
plus, moins. Il représente ainsi r)* 8ï ,m".R)*6o l'expression 

Vsi - v/6Ô(**). 

Ces signes ont paru imprimés pour la première fois dans 
YAristmétique d'Estienne de Laroche (Lyon, 1520). 

Rudolf, qui introduisit l'Algèbre en Allemagne, créa des 
signes nouveaux. Dans son livre Die Cosz (1524), il emploie 
les initiales en gothique (fig. 48) des mots radix, zeuzus, 

^ cubus, zenzizen- 

Les signes + et 
. ^*- ^*- - qu'il emploie 

sont également d'origine allemande i^**): on les a rencontrés 
dans deux manuscrits retrouvés récemment à Leipzig, et datés 
tous les deux de 1489. On doit aussi à Rudolf le signe y/ et 
Tusage du point pour indiquer une multiplication. 

Les Italiens furent, longtemps encore, rebelles à l'emploi des 
notations algébriques. Aiosi Cardan écrit « cubus et 6 posi- 



(*) G*est de là qu*est venu le nom de Coss, science cossique, que TAlgèbre 
a porté quelque temps en Allemagne et en Angleterre. 

{**) Quoique, de ces deux manuscrits, le second seul ait été publié, et 
môme tout récemment, nous les citons parce qu'on sait d'ailleurs qu'ils 
ont été étudiés parles algébristes français du xv* et du xvi* siècles. 

r***) Ils paraissent être simplement l'abréviation des signes p., m. (Voir 
VirUerm. des Math. 1894, p. 237.) 
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tiones sequantur 20 » et « Rv : cu.R 108 p : 10 m : Rv : eu. 
R 108 m. : 10 », ce que nous écrirons aujourd'hui 

a;8 -h 6a; = 20 et V^v^^ + 10 — ^\/TôS — 10. 

Ils appelaient Tincounue re^ou radix, et quand il yen avait 
plusieurs, quantita, posita, postposita, secunda posita, tertia 
posita,,.. Une quantité indéterminée était simplement désignée 
par le mot numertis. 

Comme nous Tavons dit, avec Bombelli, on voit des nota- 
tions assez expressives pour qu'on puisse suivre des calculs 
assez compliqués. L'inconnue, qu'il appelle tanto ou quantito, 
se représente ainsi j^; son carré, son cube, son carré-carré,... 
par les symboles ^, 1, ±„..; les \J , y/, 4-, -, v/"^r7,sont 
remplacés chez lui par les suivants R.q., R.c, p., m., p.di m.; 
il imagine d'enfermer dans le signe L J, les quantités aux- 
quelles s'applique une opération donnée. Ainsi, pour indiquer 
l'équation 

â5* + 35* + 9 = 8a;* 
il écrit « agguaglisi i Ap. i^p.9 à 8.3,. » L'expression 

y/v/4352 •+- 16 - y//4352 — 16 

s'écrit chez lui « R.c.LR.9.4352 p. i6Jm.R,c.LR.q.4352. 
m. 16J. » au courant de la ligne. 

Quel que soit le mérite de ces abréviations, on comprendra 
le grand pas qui restait à faire quand on essaiera de se 
rendre compte de l'expression « R.q.LdiR.q.LR.c.L46o8. 

p.R.q.4456448Jp.R.c.L46o8.m.R.q.4456448Jp.i6.Jm! 
R.c,LR.q.68.p.2. Jp. R.c. LR.q. 68. m. 2. JJ. » écrite, à 
la façon du texte, et combinée avec d'autres semblables. 

Stévin {Traité d'Arithmétique, Leyde, 1578) remplace les j^, 
2^, ^,,.. de Bombelli par les notations suivantes plus distinctes 

fi^'0'(l)'"*-^^^®P^®®®^*^^®P^^'^P^r une indéterminée, et 
considère même des puissances fractionnaires de l'inconnue 

qu'il note ainsi ^ | ^ Il n'a guère été imité que par Albert 

Girard : c'est à celui-ci qu'on doit l'usage des parenthèses. 
Viète adopte les signes 4-, -, y/. Il écrit A quad., A cûb. 

JOURNAL DB MATH. SPÉG. — 1895. |2. 
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pour A*, A'; il met un trait au-dessus des quantités en facteur 
commun; il sépare les quantités à multiplier par le mot « in 9. 
Il désigne les quantités inconnues par les voyelles A, E,... et 
les connues par les consonnes B, G, D,... Dans ses derniers 
ouvrages, il emploie les lettres N, Q, G, QQ, QG,... pour Tin- 
connue, son carré, son cube, son carré-carré, son carré- 
cube,... 

Harriot remplace les grandes lettres de Viète par des lettres 
minuscules, et indique ainsi l'inconnue et ses puissances, a, 
aa, aaa,... Il imagine les signes > et <. 

Descartes, dans sa Géométrie, fixe l'usage des exposants, 
représente les inconnues par les dernières lettres de Talpbabet 
z, y,a;,.,. et les quantités connues par les premières a, 6, c,... 
Les racines carrées et cubiques se représentent par les sym- 
boles v/, }/G. Le signe de Tégalité est 00 (*). Il écrit toutes ses 
équations sur une ligne à part, usage qui ne s'est propagé que 
bien plus tard, sur la fin du siècle dernier. Il indique plusieurs 
quantités en facteur commun en lesmettantlesunesau-dessous 
des autres et en les séparant du facteur par une accolade. 

Fermât et Pascal ne se servirent presque jamais des signes 
de l'Algèbre, dont le mécanisme répugnait à leur génie. On 
voit, par exemple chez le premier, des égalités de ce genre 

V/2A» - A» + v/A» + ii^A = D 
transcrites ainsi « lat. cub, (2 in A qu, — A, cub.) -h L,cub. (kc 
4- Bq.in A) œquari D ». On y voit cependant le signe |,pour 
indiquer une égalité. 

Wallis a beaucoup contribué à l'adoption de l'écrilure 
algébrique. Il a vulgarisé les signes = et X imaginés par 
Record {The Wet-stone of witte, Londres, 15S6) et Oughtred 
(C/avwTna/Aemafeca, Londres, 1536) et ilacréé lesigne deTinfini, 
ainsi que ceux qui indiquentles proportions et les progressions. 

Notre notice peut s'arrêter ici : les innombrables symboles 
imaginés depuis, ou n'ont eu aucun succès, ou ont été créés 
chacun dans un but spécial, qui n'est pas du ressort du sujet 
que nous traitons. D'ailleurs la nolation algébrique fut encore, 

(*) Schooten emploie ce signe dans ses deux positions renversées 
pour ±: et :p. 
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après Wallis quelque temps à se fixer : ainsi on voit employer 
des expressions telles que 

((a-hô) : (c+d)) : {(e^f) : gM^-hf) : i) 
et autres semblables, au lieu des suivantes, bien plus faciles 
à saisir: 

a 4- 6 

c 4- d 

[{a + 6)(c 4- d)- (d + e){f + g)]k, f^r? ÀTT? 

9 * 

Nous terminerons par l'explication de quelques termes 

usités dans les ouvrages de l'époque et qu'il est nécessaire 

de connaître pour être en état de les lire. 

On appelle carré-carré, carré-cube, cube-cube, ... les qua- 
trième, cinquième, sixième ... puissances. Ces dénominations 
viennent des Pythagoriciens. 

On appelle équation ou problème linéaire, plan, solide, sur- 
solide ou plan-plan,,,, ceux qui sont du premier, du second, 
du troisième, du quatrième,... degrés. 

On appelle raison composée de deux autres, doublée, triplée,.,, 
sous 'doublée,,., sesquiplée,,,, un rapport égal au produit de 

I j 

2 3 

Par « rect. ABC » on entend le rectangle construit sur les 
deux lignes droites AB, BC, ou le produit de AB par BG. 

Le symbole Q indique que ce qui le suit doit être élevé 
au carré. Les suivants O» I I » f\ > | désignent respec- 
tivement un cercle, un rectangle, un triangle, une perpendi- 
culaire ou un angle droit. 

Aj^B, A perpendiculaire àB; A||B, A parallèle à B; 

ABC c/> GDE, les triangles ABC, GDE sont semblables; A | B, 
A est sensiblement égal à B ; A oo B, diflFérence des deux quan- 
tités A, B quand on ne sait laquelle est la plus grande (*). 
La théorie des proportions forme le fond des démonstra- 
tions. On rénonce en langage vulgaire, ainsi que ses trans- 

(*) Plusieurs de ces signes pourraient être utilement conservés. 



deux autres; élevé à la puissance 2,3, ...->•••-» 
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formations, qui ont des noms spéciaux. Soit, par exemple, 
« A ad B w< G ad D ». On aura « componendOj A + G ad B •+• D 
ut A.adB; dividendo, A — GodB — Dw^AadB; invertendo, 
kadCulBadl), permutando G ad D w^ B ad A », etc. En 
indiquant deux ou plusieurs transformations d'un seul coup, 
on peut abréger considérablement les démonstrations. Ges 
dénominations remontent probablement aux Pythagoriciens : 
Euclide les emploie couramment (*). 

EXERCICES (**) 

Par M. Barislen. 

{SuUe, voir page 252.) 

80, — On considère tous les triangles équilatéraux T circon- 
scrits à une parabole, ainsi que les triangles T^ formés par les 
normales aux points de œntact. 

La droite passant par les centres des triangles T et T^ est parallèle 
à raoce* 

En désignant par nijn^,n3 les coefQcients angulaires des normales 
aux points de contact, on trouve pour les coordonnées du centre de gra- 
vité du triangle T 

(1) ^=-f' y = - |(^i + n, + n3), 
et pour celles du centre de gravité du triangle T^ 

(2) x= -j-4- 1 K + n, + ns)S j/ = — | (w, -h n,4- n,). 

L'ordonnée (1) étant égale à l'abscisse (2), la propriété énoncée est donc 
démontrée. 

81. — Le lieu des centres des triangles équilatéraux inscrits 
dans une parabole est une parabole. 

L*équation de la parabole donnée étant 

(1) j/* — 2px = G, 
soit 

(2) a?* 4- 2/* — 2xx^ — 2yy^ + G = o 
l'équation d*un cercle. 

Si on forme les équations aux abscisses et aux ordonnées des points 
d'intersection du cercle et de la parabole, on a 

(*) Cet article, très intéressant, est suivi de notes que nous espérons 
pouvoir publier prochainement. G. L, 

(**) Nous terminons ici les exercices sur la parabole. Dans le prochain 
numéro, nous commencerons la publication des exercices relatifs à VeUipse 
et à Xhyp^rhola» 
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(3) 0?, H- aîj + X3 -h a;* = 4(x, — p), 

(4) Vi + y, + ys 4- y* = o. 

D'autre part, si les points (a^iVi), (o^^Vs), {x^y^) forment un triangle équi- 

latéral, on a 

^1 + ^a + ^1 = 3a?o , 

(3) et [4) deviennent 

(5) Xi = x.^ 4P, 

(6) î/4 = — 3î/o, 

et comme yl = 2pxi , le lieu du centre du cercle (2) tel que trois de ses 
points d*intersection avec la parabole forment un triangle équilatéral, est 
la parabole correspondant à Téquation 

i = 2p{x. — 4p). 



82. — On considère en, un point M d*une parabole les six 
cercles suivants : 

i^ Le cercle osculateur (G) ; 

2^ Le cercle tangent en M. à la parabole et ayant son rayon 
moitié de celui de G, (G^) ; 

3^ Le cercle tangent en M. à la parabole et ayant son rayon le 
quart de celui de G, (G,); 

4® Le cercle symétrique du cercle G par rapport à la tangente 
en M, (2); 

5° Le cercle symétrique du cercle G^ par rapport à la tangente 
en M, (£1); 

6^ Le cercle symétrique du cercle G, par i^apport à la tangente 
en M, (S,). 

Soient P, P^ , Pj , les puissances respectives du sommet de la 
parabole par rapport aux cercles (G), (Gi) et (Gg). 

Q» Qi; Qa> ^ puissances respectives du somm>et de la parabole 
par rapport aua: cercles (S), (S^) et (S,). 

Dém^ontrer les relations 

3P, = P + 2P,, 
3Qi=Q + 2Q,. 

On forme sans difficulté les équations de ces six cercles, et on déduit 
pour les expressions des puissances de ces cercles relativement au sommet 
de la parabole, en fonction de Tabscisse Xi du point M 

p =-3ajî, 

?! = pxj -- a;f , 

Q = 4pa;, + bxl . 
Qi = 3px, -h 3x\ , 

Q,= -^ -h 2x1. 
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On en déduit immédiatement les relations énoncées. 

Remarque, ^ Le cercle (Ci) est le cercle limite qui passe par les extré- 
mités d'une corde infiniment petite et par son pôle. 

Ce cercle (G,) est le cercle limite qui passe par les points de rencontre 
de trois tangentes à la parabole, lorsque ces trois tangentes se confondent 
en une seule. Ce cercle passe par le foyer. 

83, — Étant donnée une développée de 'parabole (ou parabole 
semi-cubique), on lui mène trois tangentes formant un triangle 
équilatéral T. Les points de contact de ces trois tangentes forment 
un triangle T^. Les normales à la courbe aux points de contact 
précédents form^ent un triangle équilatéral Tj. 

^° Le lieu du centre du triangle T est une parabole; 

2® Le lieu du centre de gravité du triangle T^ est une cubique ; 

5° Le lieu du centre du triangle Tj est une cubique; 

4^ Les trois centres des triangl&i T, Tj et Tj sont en ligne 
droite, et le centre de T^ est au milieu de la droite joignant les 
centres de T et T^. 

1'* L'équation unicursale de la parabole semi-cubique s'écrit sous la 
forme 

x= kt* y = kt\ 

Soient ti,t^y t^ les paramètres relatifs aux points de contact des trois 
tangentes. 

Les équations de deux de ces tangentes sont 

2Y — 3(iX + ktl = o, 

2Y — 3^,X + ktl = o. 
Les coordonnées (X3 , Y3) de leur point de rencontre sont par suite 

X3 = I ( «1 4- «1 + ht^ ) Y3 = |.M2(^i + kh 

On en déduit celles du centre de gravité du triangle T. 

(1) 3x = ^ [2S(f + S^iiJ = - L2(Sii)* - ss^^y , 

(2) 3t/ = ^ \t,tlt, + <,) + t,tS, -h h\ + t^tlU + «3)] 

Exprimons que le triangle formé par les trois tangentes est équilatéral ; 
en écrivant que les tangentes font entre elles des angles de 60*, on 
obtient les relations 

(3) 9<i«« + 4 = V3(«, - «a), 

(4) 9«a«3 + 4 = 2/3(^3 — «3), 

(5) 9Mi+4 = V3t«3-<,), 
qui donnent, en les ajoutant membre à membre 

(6) S<,^ = --|. 

On en déduit aussi 

(7) 9[^^,(^ + « + «1^3(^1 + h\ + tUk + h\\ = - 8Stp 
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Par suite, les valeurs (1) et (2) deviennent, en fonction de Jltt 

(8) 7 = - + - (S^)« 7 = - -^S^,. 

A; 9 9 ' •' k 27 * 

D*où, en éliminant l,ti 

(9) y =^,{9^ -4k). 

Le lieu du centre du triangle équilatéral T est donc une parabole. 
2* Un calcul semblable au précédent donne pour les coordonnées du 
centre de gravité du triangle T^ 

a? 8 I vif 32"! 

(10) j^ = --*-3(S0« |=3S(.[(a.). + -^]. 

Par Télimination de Jltj on trouve Téquation de la cubique 

f=(f-!)(¥-|)'- 

S** On trouve pour les coordonnées du centre de gravité du triangle T, 
et, pour le lieu de centre, la cubique d'équation 

'"> f ='(t'-»)(5-I)'- 

4» La somme des abscisses (8) et (12) est égale à deux fois Tabscisse (10) ; 
il en est de même des ordonnées. La propriété 4« est donc démontrée. 

Remarqtie. — Il résulte de cet exercice que : 

Le lieu des centres des triangles équilatéraux formés par trois normales 
à une parabole est une parabole. 
La parabole ayant pour équation 

y» = 2pXf 
réquation de la parabole du lieu est 

, px 5p* 
y =^ Z-" 
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Exercices méthodiques de calcul intégral, par Ed. Braht, 
docteur es siences physiques et mathématiques, etc. (Gauthier^ Viliars 
et fils. Prix : 5 francs.) 

En écrivant ce livre, M. Ed. Brahy le dit, lui-même, dans la prél&ce 
qui raccompagne, Tauteur présente le frère obligé des eacercices jhétho- 
diques de calcul différentiel qu'il a publiés autrefois. On trouvera, peut-être, 
je le pense du moins, que ce frère s^est fait quelque peu désirer, h n*y a, 
en effet, rien de plus utile pour les candidats aux écoles que les livres qui 
appartiennent au genre dans lequel on peut classer les deux ouvrages en 
question. Les livres classiques, en mathématiques spéciales tout au moins, 
ont singulièrement perdu de Tintérêt qu'on y attachait autrefois. L'ensei- 
gnement, dans cette classe, — et le mouvement ne tardera pas à s'étendre 
aux classes de mathématiques élémentaires, si ce n^est déjà fait, — est 
devenu très personnel. 
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Dans ces conditions, le liTre classique est peu nécessaire; il est de 
moins en moins, si je suis bien renseigné, le compagnon de Tétudiant. On 
y reyiendra, je crois, quand les professeurs et les élèves auront mieux com- 
pris la force tnixiliaire q[u'ils peuvent puiser dans Pouyrage qui doit aider 
à l'impulsion principale^ à celle qui est imprimée par le professeur; impul- 
sion qu^aucun ouvrage, on est d*accord sur ce point, ne pourra jamais 
remplacer. Pour Tinstant, le mérite ou l'avantage de cette force auxiliaire 
ne paraît pas compris et elle paraît systématiquement écartée. 

Mais des ouvrages comme ceux que nous signalons ici à Tattention des 
élèves des classes de mathématiques spéciales ne portent aucun ombrage 
à l'enseignement du professeur et ils ne peuvent qu'être très utiles aux 
élèves. Leur lecture est éminemment propre à développer chez ceux-ci 
l'initiative personnelle et le goût des recherches mathématiques ; d*abord 
modestes, plas importantes ensuite. Sans doute, il est bon de savoir le 
cours, suivant l'expression chère à nos élèves; n'est-il pas préférable, 
môme pour les examens, de connaître certaines choses qui s'y rattachent? 
Je l'ai dit déjà, autrefois, dans ce journal; mais je crois, une fois de plus, 
prêcher dans le désert. Des habitudes, que je juge déplorables, au point 
de vue du développement intellectuel et de la formation des esprits, habi- 
tudes qui sont, malheureusement, la conséquence inévitable de programmes 
trop chargés, me paraissent, en effet, prises pour longtemps. G. L. 



QUESTION 400 

Solotlon par M. A. Droz-Farny. 

D*un point du plan d*une ellipse on abaisse les quatre normales à 
cette ellipse. Montrer que si Von fait la somme des aires des 
quatre rectangles dont les côtés parallèles aux axes et qui ont pour 
sommets opposés les pieds des normales et le centre de VeUipse^ celte 
somme est dans un rapport constant avec l'aire du rectangle ana- 
logue ayant pour sommets opposés le point d'émission des normales 
et le centre de Vellipse. (E.-N. Barisien.) 

Les pieds des quatre normales abaissées du point (a, ^) sur 
rellipse 6'i>;' -h ay — a"6» = o sont sur Thyperbole d'Apol- 
lonius 

c^xy -h b^^x — aHy = o. 

Éliminons x entre ces deux équations, on obtiendra Téqua- 

tion aux ordonnées des pieds des normales : 

c*y* + 2C*6*py' •+-...= o. 
Il en résulte 

It/, = ^ ! 



c 



s 



1 A V ^^^^ 

de même Ix^ = -h 



C' 
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Le point x^, y^ appartenant à Thyperbole d'Apollonius, on a 
c*la:,2/i = ^ -r- î 



ou 

c» c 



et par conséquent : 



ap 



iVoto. — Solutions diverses par MM. G. TziTzéiCA; E. Foucart; Louis- 
Joseph GouiON (Pensionnat de Sainte- Marie, h Saint- Etienne.) 



QUESTION 401 

Solation par M. Droz-Farny. 



Construire une conique pcusant par cinq points donnés, dont 
deux imaginaires conjugues, déterminés par V intersection d'un 
cercle et d*une droite qui ne se rencontrent pas. — Même question, 
en supposant quatre points imaginaires, déterminés au moyen de 
deux cercles et de deux droites qui ne se rencontrent pas. 

(Delens.) 

Lemme I. — Quand une droite est corde commune à deux 
coniques, les deux courbes ont les mêmes systèmes de deux points 
conjugués sur cette droite. (Chasles, Sectious coniques, page 2H.) 

Lemme II. — Toute sécante passant par le pôle iun des côtés 
d*un triangle inscrit dans une conique coupe les deux côtés suivant 
deux points conjugués. 

Soient A, B, C les trois points et l la droite donnés. Il 
suffira de construire le pôle L de /. AB et AG coupent l 
respectivement en D et Ë. Construisons au moyen du cercle 
les conjugués D' et E' des points D et E. Soient en outre S 
le conjugué harmonique de D par rapport à A et B de même, e 
le conjugné harmonique de E par rapport à A et G. SD' sera 
la polaire de D, et eE' celle de E, et par conséquent, le point 
d'intersection L de SD' et eE'' sera le pôle cherché. 

S* cas. — Soient / et m les deuK droites données qui se 
coupent en D; comme / et m ne rencontrent pas la conique, 
I) seraunpointextérieur, et par conséquent la polaire d de D 
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coupera la conique suivant deux points réels B et G qu'il 
s'agit de construire pour ramener le problème au cas précé- 
dent. Soit A le point donné. Au moyen du premier cercle, on 
construit sur / leconjugué D' de D; ainsi que le conjugué Ë\ 
d'un point Ë quelconque sur cette droite. De môme, sur m 
on construit les conjugués D'' et F' des points D, F; ce 
dernier point étant quelconque. Pour cela, on utilise le second 
cercle. 

D'D" sera la polaire cherchée de D. En vertu du lemme II, 
les rayons conjugués AB et AG appartiennent aussi bien à 
rinvolution AD, AD', AE, AE', qu'à l'involution AD, AD", 
AF, AF. 

Il suffira donc de chercher les rayons communs à ces deux 
involutions; rayons réels, puisque ces involutions ont leurs 
rayons doubles imaginaires. Les intersections de ces rayons 
avec la p )laire D'D" sont les points cherchés B, G. 

(Pour cette dernière construction, voir : Ghasles, loc, cit., 
page 109.) 

Nota. — Autre solution, par M"^ V« F. Prime. 



QUESTION 405 

S^olation par M. Ernest Foucart. 



Sur une spirale logarithmique, de pôle 0, on prend trois points 
Aj , A, , A, tels que la droite OA, soil bissectrice de l'angle A^OA,, 
le point Aj se trouvant âlaUleurs entre Ai et A3, sur la courbe 
supposée décrite d'un mouvement continu. Démontrer que la droite 
OÂ2 est symMiane du triangle Â^AjAg. (d'Ocagne.) 

L'équation de la spirale logarithmique est p = a». Les 
coordonnées polaires des points A^ A,, A, étant respective- 
ment (pi, (o), (p,, 0) 4- 6), (pj, 0) -h 2O), si P est le point de 
rencontre de OA, et AjAg, on a 

(1) £^ = 2^ = ^' = a« 
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D'autre part 
A,A,* = pi H- pi — 2PjP, cos ô = a2u.o2«( i + a^* — %a^ cos 6), 
AjAj* zz: pf + pi — 2pipj COS 6 = «»« ( [ -h a^o _ 2a« cos ). 

D'où 



(2) tVÎ = «"• 



Des égalités (1) et (2) on déduit 



Jl Aj ^sAj 

Remarque. — Cette égalité montre que OA, est symédiane 
du triangle A^A^A,. 

Nola. -^ Solutions diverses par M°^' V* F. Primb; MM. Barisien; Droz- 
Farny; TziTzéiCA. 

Solution géométrique {*), — On sait que les triangles OAjAj 
et OAjA, sont semblables. On a donc 

OAi OA, A, A, 






OA, OA, A,A, 

A A A 



> 



Or, OA, esl la bissectrice de l'angle AfOA,. Soit M le poiut 
où cette bissectrice rencontre A^A,. On a donc 

MA» OA, '^^^ 



MA, OA, â;â;^* 

en vertu de (1). Ce qni justifie le théorème. 

QUKSTION 406 

Solution par M. G. Tzitzeiga. 



On dorme une droite et une œnique. On prend le pied^ sur une 
tangente à la cmique, de la perpendiculaire commune à cette droite 
et à la droite donnée. Qtuil est le lieu de ce point, lorsqu'on fait 
varier la tangente à la conique. (Mannheim.) 

[*) Cette solution est de M. Tzizeica. 
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Considérons le cylindre ayant pour base la conique donnée 
et les génératrices parallèles à la droite donnée. Le plan P 
déterminé par une tangente à la coniqueet par la génératrice du 
cylindre qui passe par le point de contact est un plan tangent 
au cylindre; de plus, il est parallèle à la droite donnée D. 
Considérons un point M sur D; soit N la projection de M 
sur le plan P. On obtient un point de lieu cherché en projetant 
parallèlement à D le point N. Donc, le lieu est la projection 
cylindrique de la podaire du cylindre par rapport au point M. 
Or, il est évident que la podaire du cylindre, c'est la podaire 
de la conique de section du cylindre avec le plan, mené par M, 
perpendiculairement aux génératrices du cylindre. 

Le lieu demandé est donc une quartique, projection d'une 
podaire de conique. 



QUESTION 407 

Solution par M. H. Brocard. 



On donne une droite et une sphère. On prend le pied, sur une 
tangente à la sphère, de la perpendiculaire commune à cette droite 
et à la droite donnée. Quelle est la surface qui limite la région 
occupée pir les pieds analogues, obtenus en faisant varier la 
tangente à la sphère? (Mannheim.) 

Le problème revient à chercher le lieu des pieds des plus 
courtes distances d'une droite fixe Oz et de droites MN 
issues d'un point fixe M d'un plan donné P et situées dans 
ce plan. 

Soient la trace de Oz sur le plan P , 0^ la perpendi- 
culaire à Oz dans le plan P ; N un point de Oy ; OA, OB, 
IM, les coordonnées rectangulaires de M ; E l'intersection 
de IN avec la circonférence OAIB décrite sur 01 comme 
diamètre, F , la rencontre de MN avec une parallèle EF 
à Oz; enfin G la projection de F sur 0^. On aura OG = EF, 
et par suite FG est la plus courte distance des droites Os, 
MN, et F un point du lieu cherché. 
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EN z 
Posons OA = a, OB = 8, IM = y, OEF =^ z, Oq a 7rr=- • 

•^ ' IN Y 

Mais, en projetant E, F, M sur zOx en E', F', M', on a 
OE' = Xy E'F' = z, LW = Y» ©^ clés triangles semblables 

z T* 

OF'E", OM'A on déduit - = — . Le lieu cherché des points 

Y a 

F est donc Tellipse d'intersection du cylindre MAOB à base 
circulaire par le plan P (MNO). 

Quant aux plus courtes dislances considérées FG, elles 
forment une surface réglée dont les génératrices, parallèles 
au plan directeur XO^, s'appuient sur la droite Oz, et sur 
l'ellipse définie précédemment, ellipse qui a un de ses points 
sur Oz. Le lieu de ces droites est donc le cylindroïde ou le 
conoïde de Plucker. 

Nota. — Autre solution par M. G. TziTzéicA. 



QUESTION 408 

Solution par M. Â. Droz-Farny. 



On projette le centre (ïune ellipse^ en P, sur la normale en 
M. Le cercle, de centre P, et de rayon PM, rencontre Vellipse en 




deux points Q et Q' autres que M. 
Montrer que la tangente à VeUipsi 



>e au point M', diamétralement 
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opposé à M.^ et la droite QQ' se rencontrent surlapodaire du centre 
de VeUipse. (E*-N. Barisien.) 

La droite OP étant parallèle aux tangentes à Tellipse en M 
et M', la circonférence de centre P, et de rayon PM, sera 
tangente à l'ellipse au point M et à la tangente M'fi au point 
B. D'après un théorème connu, la sécante QQ' est antiparallèle 
de la tangente en M par rapport aux axes de Tellipse; elle est 
donc aussi antiparallèle de la tangente en M'. Il existe donc 
une seconde circonférence passant par les points Q, Q', et tan- 
gente à l'ellipse en M'. L'axe radical QQ' de ces deux circonfé- 
rences divise leur tangente commune M'B en parties égales 
au point A. Gomme M'A = AB et M'O = OM, OA est paraL 
lèle à MP; elle est donc perpendiculaire sur la tangeate M'A, 
ce qui prouve le théorème énoncé. 

Solvtwn analytique (*). — Prenons, pour axe des x, la tan- 
gente MT et pour axe des t/, la normale MP. L'équation de 
Tellipse est 

x^ -f- 2hxy -H 6y" -h 2/y = o. 

Les coordonnées de sont 

V .. r 



celles de P (C = o, y = 



h* - b " h* - b 

r 



h* - b 

L'équation du cercle PM est donc 

2/v 

Ainsi l'équalion de QQ' est 

y(\ - 6) - 2to - ^, _ ^ - 2/"= o. 

Cette équation est vérifiée pour 

hf 2f 

la droite QQ' passe donc par la projection de sur la tangente 
en M'. 

Nota, — Autres solutions par M. Foucart et ^^. G. Tzitzéica. 



(•) Celte solution est de M- V^e F. Primb. 
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QUESTION 409 

Solation par M. Tzitzéica. 



= O, 



Toute cubique, qui est sa propre inverse en coordonnées normales 
trilinéaires, est telle que la droite MM', qui joifU un de ses points 
M à son inverse .M', passe par un point fixe. (Welsch.) 

L'équation de la cubique est évidemment 

\^ y/ \x zl \y x) 

Soient M (a, p, y), M'^- , - , -j , deux points inverses de 
la cubique. 

Or, la droite MM' a pour équation 

X y z 

a (i Y 
ï I I 

- (f - jj-' e - ;> - (i - 0- °. 

et cette droite passe toujours, en vertu de (1), par le point fixe 
P (A, B, C). 

iVot'a. — Cette question a été traitée par W^* V* Prime dans le Journal 
(1893, p. 14). 

QUESTIONS PROPOSÉES 

466. — On donne un trièdre tri-rectangle et un angle dont 
l'un des côtés D passe par le sommet de ce trièdre. Du point a, 
oîi l'autre côté A de cet angle rencontre l'une des faces du 
trièdre, on mène un plan perpendiculaire à ce côté. Ce plan 
coupe D en un point d'où Ton abaisse une perpendiculaire A 
sur la face du trièdre qui contient a. On détermine, de même, 
des droites B, C en prenant les points de rencontre de A avec 
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les deux autres faces du triëdre. Démontrer que A, B, G, A 
appartiennent à un môme hyperboloïde. (Mannheim,) 

467. — On considère une strophoïde droite ayant pour 
sommet S et pour point double 0. Par le sommet S, on 
mène une sécante variable SAB; les normales à la strophoïde 
aux points A et B rencontrent la perpendiculaire à SAB, 
au point S, en A| et B|. Trouver : 

1® L'enveloppe du cercle décrit sur A^ B^ comme diamètre; 
2® Le lieu du centre de ce cercle. Balitrand.) 

468. — L*aire de la cubique qui correspond à l'équation : 



a -^ X 
^ y b - X 



a pour expression 



U = 



7t(a-t-6)(3 6 — a) 



Donner la signification de cette aire, suivant les signes de a 
et b et les valeurs relatives de ces deux longueurs. 

(E.-N. Barisien.) 

469. — Étant données une strophoïde oblique S et une 
droite A qui coupe la strophoïde aux points A, B, C, trouver 
le troisième point dMntersection G connaissant les points 
d'intersection A et B. (Balitrand,) 




Nota. — Un do nos correspondants 
nous a fait observer que Ténoncé de la 
question 459 demandait, pour être bien 
compris, une figure correspondante. 
Nous donnons ici cette fifçure. 



P KO X 



Le Directeur-Gérant, 

O. DE LONOGHAMPS. 
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